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Esta dissertaçao trata da propagaçao de ondas elãsticas 
SH, SV e P, com amortecimento, ao atingirem a interface de conta- 
to entre dois sõlídos lineares, isotrõpicos e homogêneos. 
A interface esta sujeita a atrito que ë, inicialmente, 
considerado linear, funçao do deslizamento. Quando a interface ë 
sujeita a atrito viscoso linear resultados sao apresentados. 
,
A 
consideração do amortecimento torna a freqüência uma variável do 
fenômeno. 
Para modelos de atrito não lineares, o Método da Linea- 
rização Equivalente ë empregado,visando linearizar o sistema de 
equações. O amortecimento também ë considerado e os resultados 




This dissertation is about the propagation of elastic 
SH; SV and P waves, with damping, whefi they reach the contact 
interface between two linear, isotropic and homogeneous solids. 
z The interface is submitted to a friction that is 
initially considered as a linear function of sliping. When the 
interface is submitted to linear viscous friction the results are 
shown; The damping consideration makes the frequency a variable of 
the phenomenon.
. 
For nonlinear models of friction, the Linearization 
Equivalent Method is used in order to linearize the equations of 
the system. The damping also is considered, and the results are 








1.1 - Preliminares 
A 
Hã muito que a propagaçao de ondas em geral tem desper- 
tado o interesse do homem. Isto talvez porque fenômenos os mais 
corriqueiros como o som, as cores, os tremores de terra possuem 
carãter ondulatõrio. O esforço humano, objetivando a compreen- 
são total do fenômeno, tem motivado inúmeros estudos sobre este 
tema, tanto de carãter teõrico quanto experimental. 
As primeiras investigações teõricas no campo das ondas 
elãsticas voltaram-se ã determinação dos tipos de ondas existen- 
tes, sua velocidade de propagaçao e o seu comportamento ao atin- 
gir a regiao de contato de dois meios. 
Atualmente vãrios pesquisadores estudam a interaçao das 
ondas com a interface de separação de sõlidos, pois muitos 
fenomenos podem ser assim .analisados. Em particular, o
I 
conhecimento das forças dissipativas na interface tem 
. . 
.. sido abordado, embora com muitas dificuldades matemãticas ja 
que as forças reais de atrito possuem carãter nao linear. 
Esta não linearidade tem motivado a aplicação de mëto- 
~ ø dos matemáticos de linearizaçao que facilitam a analise do pro 
blema. 
Este trabalho abordarã o fenômeno de ondas elãsticas ao 
atingirem interfaces sujeitas a leis de atrito lineares ou nao. O
3 
amortecimento das ondas, sendo uma realidade da natureza, tam- 
bém ê considerado. 
Para modelos não lineares de atrito ê usado o Mê- 
~ . .p ' - todo da Linearizaçao Equivalente visto este metodo ja ter si- 
do usado para ondas elãsticas sem amortecimento, com bons re- 
sultados. 
1.2 - Equações e Conceitos Básicos* _ 
1.2.1 - Equação da Onda
A 
- Na natureza deparamo-nos com fenomenos que possuem a 
característica de se repetirem a intervalos de tempo quaisquer.As 
~ _. sim ê que o som, a agitação do mar, a luz, etc. sao manifestaçoes 
palpâveis de uma pertubação repetida que recebe, hgje em dia, a 
denominação genérica de onda **. 
A velocidade de propagação de uma onda ë função do meio 
onde esta ocorre. Se as ondas necessitam de um meio material para 
se propagarem são classificadas como mecanicas, sendo o som o ti- 
po mais comum. Quando uma onda mecânica se propaga em um sõlido 
denominamos-a, genericamente, de onda elastica. 
(*) -Numeros entre colchetes referem-seã.bibliografia apresentada 
ao final. 
(**)-Do Latim unda, undae. No século NIII esta palavra entra para 
o nosso idioma com o sentido de agua de mar ou rio que _se 
eleva, e jã na forma de "onda". Tecnicamente parece ter sido 
-usada pela primeira vez por Descartes (1596-16501 em sua geo 
metria analítica, sendo mais tarde, incorporada a Fisica.
4 
De acordo com o tipo de sõlido em que uma onda se pro- 
paga pode-se fazer uma classificação. Assim, materiais isotrõpi- 
cos comportam-se diferentemente ã passagem de uma 'perturbação, 
A A _. bem como materiais homogeneos e heterogeneos, lineares e nao- 
lineares*. 
~ Nesta dissertação tratar-se~ã de ondas mecânicas a se
A propagarem em meios sõlidos, homogeneos, isotrõpicos, lineares e 
livres de pré-tensões. Esta última condição deve ser satisfeita 
no presente estudo jã que, recentemente, foram publicados artigos
/ 4 ._ ~ 4 
}l5\, |l6| que demonstram o quanto as pre-tensoes afetam nao so 
a velocidade de propagaçao das ondas como também as suas amplitu- 
des. Daqui por diante o termo "ondas elãsticas" estarã associado 
a tais propriedades. 
Matematicamente uma onda deve ser representada por uma 
funçao capaz de indicar a propagaçao de uma perturbaçao. Assim: 
Ê = fl(×-gt), + f2(,×-fez) (1.1) 
onde fl representa uma onda propagando-se em uma direção X, no
4 sentido positivo,e fz no sentido negativo. c e a velocidade de 
propagação, t o tempo. e Ê o deslocamento, 
A equação diferencial cuja solução ë (l.l) consiste em: 
-› _ 2-› u,tt c u,XX (l.2) 
(*) - Ondas elãsticasaose propagarem em meios nao-lineares reque 
rem um apurado tratamento matemãtico. Para tanto veja,a por 
exemplo, BLAND, D.R. - Nonlinear Dynamic Elasticity, 1- Edi 
ção, Blaisdell Publishing Company, pp. v-93, 1969.
5 
onde a vírgula representa a diferenciaçao em relaçao, e tantas ve 
zes quanto, ã variãvel que a segue. 
" H 
V 
Esta "equaçao de onda- pode ser generalizada para o es 
paço tridimensional como: 
_ 2 2+ Éhct-c v q (1.3)
Q .-0+ 2 - - onde = + '+ e o cham d L ` V _ ,XX ,yy ,ZZ a_o aplaciano e um vetor 
referenciado ao sistema ortogonal x, y, z com componentes (u, v, 
W).
I 
1.2.2 - Equaçoes de Equilíbrio 
Uma onda elãstica, ao se propagar, imprime ãs particu - 
las do meio um certo tipo de movimento,cuja investigação baseia- 
1! se nas chamadas "Equações de Equilíbrio da Elasticidade . 
Estas equações surgiram da necessidade de se fundamen- 
tar de maneira mais rigorosa a mecânica dos corpos elãsticos. Na- 
vier (1785-1836) foi um dos primeiros a se ocupar de tais equa- 
ções ao apresentar um trabalho em'l821 |57|. Porém, foi sõ a par- 
tir dos trabalhos de Augustin Cauchy (1789-1857) que as mes- 
mas foram corretamente obtidas,isto com o uso do conceito de 
tensão e deformação. Cauchy obteve também as necessárias condi- 
ções de contorno, provou a simetria do tensor tensão e relacio- 
nou estas ãs deformações através de duas constantes elãsticas,ho- 
je chamadas constantes de Lamë (1795-1840). Modernamente, e em 
~ ~ - notaçao indicial, estas equaçoes sao:
6% 
°ij,â ' ° q1,rt (1'4) 
- - . + onde D e a massa especifica, oij as tensoes, t o tempo e q o ve- 
tor deslocamento. Forças de corpo e efeitos de temperatura foram 
desprezados. As relaçoes tensao-deformaçao sao: 
- oij = Àeõíj + 2 ueij (l.5) 
onde eij São as deformações, ôíj ë o delta de Kronecker (ôij =.O 
se i f j e ôíj = l se i = j), À e u as constantes de Lamë. e šexx 
+ c + c ë chamada de dilatação volumétrica. YY ZZ 
Foi S.D. Poisson (1781-1840) quem investigou mais deti- 
damente o problema de propagaçao de ondas elãsticas em sõlidos 
|34|. Em 1830 ele publica um trabalho onde demonstra existir dois 
tipos bãsicos de onda. A primeira, chamada de onda de dilatação 
ou onda P (Principal), causa mudança de volume e altera o movimen 
to de partículas do meio na direção normal ã frente de onda. O 
segundo tipo de onda apresenta distorçao,sendo o movimento das 
partículas perpendicular ã direção de propagação. Esta onda ë cha 
mada de onda de distorção ou S (Secundária). 
_ 
Para um tratamento matemãtico |33| introduz-se (l;5) em 
(l.4) obtendo-se 
_ 2 _ + u
2 = + V 
ow = c×+ )e + vzw (1 8) :tt ,_ U az U '
7 
Diferenciando-se (l.6), (1.7) e (l;8) em relação a x, 
y e z,respectivamente, e somando, vem 
= À+2u 2 evtt T V e 
de onde se conclui que a dilatação volumétrica e se propaga com 
velocidade: _ 
~ ~/À ¢1= TÊÊ-É (1.1o)
z 
Eliminando-se e de (l.7) e (1.8) (diferenciando (l.7) 
em relação a z, (l.8) em relação a y e subtraindo) vem: 
_ z- 
pwx tt 
= UV wx (1.ll) 
onde mx = (w,y - v,Z) com equações similares para v e w. Obtém-se 
então a velocidade de propagação de uma onda que causa somente 
distorçao (cf. (l.3)): 
= J E cz p , (l.12) 
I . 
` 1.2.3 - Modos de Conversão no Contorno 
Quando uma frente de onda atinge um contorno plano, fe- 
^ ' _. _. ^ _. nomenos dereflexao e transmissao tem lugar. Estes sao mais compli 
cados que os da õtica jã que pode ocorrer mais de um tipo de on- 
da na reflexão e transmissão.-z 
As ondas, cujo movimento das partículas ê perpendicular 
a sua direção de propagação, são chamadas ondas do tipo S. Esta
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pode sempre ser decomposta em duas parcelas: uma, cuja vibração 
se dã na direção perpendicular ao plano formado pelos vetores 
És e Êp (Figura 1.1), chamada onda SH. A outra parcela provoca 
. . . “› _ ` movimentos no plano definido por ns e Hp, mas perpendicular a Êp, 
e ë chamada de SV- 
Assim, quando uma onda SH atinge uma interface (Figura 
1.1) uma parte ë refletida e outra transmitida, porém com as dire 
ções de vibração permanecendo as mesmas. ` 
//// // >\',j*Íf>' \sH‹B2› 
_ . \ "sk \ \ \ «ê \`\\\ \\ \ 
Interface. plana 1-X 
`\ ¶ \ Y/ // \\ ./ 
>\9)19P 
F \ \\.`// / / _.\ \/ / 
. \\ 1 / SHÍBOÍ \ Z n sH‹s,›
Z 
Fig. 1.1 - Onda SH incidindo numa interface plana. 
: . 
Jã quando uma onda SV ou P atinge o mesmo contorno,ocor 
re o fenômeno chamado de "modo de conversão",onde a onda inciden- 
te divide-se em duas parcelas, uma SV e outra P, tanto na refle- 
xão como na transmissão, Figura 1.2.
A O-tratamento matemático deste fenomeno será apresentado 




Fig. 1.3 - Uma frente de onda SH com secção 
transversal qualquer. 
- x . z _ iw -- sen in - -- - “_ = B e (C C cosin t) 1 0 2 2 
- x . z . 
. _ iiw -_ e - _- - 




4 4 ~ A velocidade maxima e dada entao por: 
ui = -1wB0 
A massa pode ser escrita como: 
m = QV 
onde o ë a densidade volumétrica do meio de propagação e V 
111€. 








= l BX 2 2 Ein 2 T.»» B0 (1.17) 
S. c T 
= 1 ln ,? 2 2 _- Ein Z p --T-- w BO (l.l8) 
= ¿ 2 2 Ein 2 vw B0 sin (1.19) 
C0m Y = YOU e T o período. _ p 
Do mesmo modo, as energias refletida e transmitida po- 
dem ser expressas, respectivamente, por: 
_ ¿ 2 2 Er - 2 vw Bl sr (1.zo) 
= À › Z 2 Et 2 Y w B2 St (1.21) 
Sin, Sr, St representam as secções transversais das on- 
das incidente, refletida e transmitida, respectivamente. 
As secções transversais relacionam-se por: 
S. = S = Scos in e S = S cos ts de onde: in r t ‹ 






B 2 = ---CÊÂ) (1.23)
O 
com b = cotg rs e b"= cotg ts (Veja Apêndice 2). 
Quanto ãs amplitudes estas podem ser números complexos 
significando isto uma mudança de fase no contorno,que ocorre quan
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do a onda o atinge. Assim Bl, por exemplo, pode ser um nfimero com 





f x , 
Fig. l.4 - Representação de um numero complexo, 
- / 2 2 _ - _ - Seu modulo r +c e que e efetivamente usado no calcu- 
lo da energia, pois: 
i 
~ B1 = r + ic (l.24) 
B1 = J r2+c2 (cos fr + ísen.fr) (l.25) 
A mudança de fase passa a ser determinada pela rela- 
ção:
¿ 
fr = tg`1 (C/r) ' (1.2ó) 
As_vãrias razões de amplitudes podem, entãQ, ser apre - 
sentadas como segue: 
A1 - 
Xl = Kg; 
= Y1(cos frp + 1 sen frp) (1.Z7)
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B . 
X2 = ÃÍ; 
= Y2(cosfrs + i senfrs] (l.28) 
A _ _ . 
X3 = ÃÍ; 
= Y3(cos ftp + 1 sen ftp)' (l.29)
B 
X4 = Ki; 
= Y4(cos fts + i sen fts) (l.30) 
onde A, = A se a onda incidente for P e A. = B no caso de on- 1n o in o 
da SV. frp, frs, ftp e fts representam as eventuais mudanças de 
fase ocorridas no contorno onde o índice f refere-se ã fase, p a
` onda P, s a onda S, r ou t se a onda ë refletida ou transmitida. 
Yi, i =l,..., 4 são os mõdulos das amplitudes. 
E conveniente apresentar nao a energia das ondas mas a 
~ . .ø ~ razao entre esta e a energia da onda incidente. As varias razoes 
de energias:ficam, então, em função do quadrado das razões de am- 
plitudes Xí}2lI,l58|. Mais ã frente, resultados gráficos apresen 
tarão a raiz quadrada destas razões de energias.Tem-se então que: 
= 2 . = Ei Ki Xi 1_ l, 2, 3, 4 (l.3l)
‹ 
onde Ki, para a onda P incidente, vale: 
= :E =@'=-1' =0'b' K1 1, K2 8, K3 pa, K4 pa (152) 
e, para onda SV: 
:Ê = =p|a| =D|b| KI b, K2.. 1, 1<3..?b, K4 --pb (1.35) 
com a = cotg rp, a' = cotg tp.
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1.4 - Aplicações 
_ A ._ O campo de aplicaçao do fenomeno de propagaçao de ondas 
mnmeiosmateriais ë vastissimo e fascinante.atingindo as ãreas 
mais diversas. 
Como exemplos existem os processos de fabricação onde 
_ , A ~ sao exigidas altas cargas dinamicas, o estudo de propagaçao de 
trincas |3l| ou o estudo de impacto entre corpos elãsticos,em que 
o emprego da teoria de ondas ê decisivo |Z5|, |3Z 
Outras aplicações aproveitam o fato que a velocidade de 
propagaçao de uma onda depende do seu meio, sendo entao possível 
avaliar as propriedades do mesmo. Tal aspecto pode ser estendido 
ã estrutura interna do planeta tornando possivel o mapeamento de 
descontinuidades, localização de provãveis depõsitos de petrõleo, 
L- A ~ ~ etc... Da analise dos fenomenos de reflexao e transmissao de on-
A das tambem ê possivel projetar estruturas sujeitas a terremotos
- 
~ .ø _. 4 Outro campo de aplicaçao e a emissao acustica, que visa 
analisar as ondas emitidas pelas deformações de uma dada estrutu- 
ra. E possível desta forma, e dentro de certos limites, prever 
e/ou garantir a segurança de um equipamento. Objetivos desumanos 
também são alcançados através da aplicaçao em larga escala dos 
princípios ondulatõrios na ãrea militar. 
Baseado na propagação de ondas tem-se também a engenha- 
ria ultrassõnica cujas características gerais são o uso de ondas 
de alta frequência, baixo nível de energia e a observação da pro- 
pagação desta energia com o uso de transdutores. A anãlise dos 
sinais obtidos pode revelar as mais variadas particularidades de
J _ - 
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um corpo (Figura l.5),inclusive a de um organismo vivo, semelhan- 
`ñ ` ,. _ _ ^ ‹ te a tecnica de Raio-X |23|. Entre outras, as referencias |4¡, 
|37|, |48| podem ser consultadas. 










Transduror 0 receptor. 
` 
Indicador 
elefnco. Q; b) 
WI* I :::=: ›¡'‹ Wa
4 
Fig. 1.5 - Métodos bãsicos de testes: 
a) Detecçao da falha por decaímento da 
energia no receptor. 
b) Detecçao da falha por energia refle- 
tida ao receptor. 
Por último, o assunto que mais serã tratato nesta dis- 
sertação tem como principal aplicação, até 0 momento,a detecção de
z 
defeitos enx materiais laminados, ou seja, aqueles formados pela
1 
superposição sucessiva de camadas 'de diferentes materiais (Figu- 
ra 1.6). 
Da mesma forma que é indispensãvel um processo de fa- 
bricação que garanta a adesão das várias camadas, também o é 
um ensaio não-destrutivo que permita avaliar o grau de adesão das 
partes. E possível ocorrer, p.ex., uma região em que a adesão não 
é completa, Figura l.7 |48Í|, e as ãreas dnescoladas podem então 
ser determinadas com base nos princípios de reflexão e transmis -
17 
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Fig. 1.7 - Teste para detecção de ãreas não-aderentes. 
1.5 - O Problema e a Revisão Bib1íogrãfica“ 
Vãrios são os autores que têm cooperado para o desenvol 
vimento do conhecimento cientifico e tecnológico sobre ondas elas 
ticas. l 
O interesse deste trabalho volta-se a sõlidos em conta- 
to segundo um contorno plano e, sob este aspecto, um dos modelos 
mais simples.estudados refere-se a ondas SH percorrendo sõlídos 
semi-infinitos que estão, ou rigidamente conectados |20|, ou em 
deslizamento perfeito |27|. As condiçoes intermediárias de desli- 
zamento serão analisadas nos Capítulos Z e 3. 
A partir daí foi introduzido o conceito de deslizamen-
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A .. ~ to, aderencia e separaçao com o intuito de analisar regioes atin- 
gidas por frentes de ondas onde tais aspectos se fazem presentes 
|19|. 
Em face disto também foi possível a avaliação da exten- 
~~ A .- sao das zonas de deslizamento, aderencia e separaçao quando uma 
carga horizontal |9| ou vertical |7|, ë apoiada em um .substrato 
I8le move-se ã velocidade constante. Entre o substrato e o sõli- 
do semi-infinito o atrito de Coulomb foi adotado,sendo este ex- 
presso por Fat= fN onde Fat = Força de Atrito, f ë o coeficien- 
te de atrito e N a força normal. 
A anãlise de trincas em sõlidos sujeitos a cargas nor- 
mais ã superfície, movendo-se a velocidade constante; ë apresenta 
da em [531 (o atrito considerado foi o de Coulomb). 
Maria Comninou e John Dundurs trataram também }l0I,Ill} 
as ondas elãsticas de interface ou "Ondas‹kâStoneley"* concluindo 
A ~ sua existencia mesmo quando ocorre separaçao localizada e os sõ- 
lidos nao podem transmitir tensoes de traçao. 
Ondas incidindo em estruturas enterradas 114!, estrutu- 
ras em geral |59| ou em sõlídos semi-infinitos quando aquelas são 
de natureza aleatõria |4ll,`tambêmiforam estudadas, modelando-se 
o atrito pela Lei de Coulomb. 
O estudo de zonas de separação entre sõlidos também es- 
tã desenvolvido, tanto envolvendo ondas senoidais |l2I, |l3| como 
(*) Ondas‹haStoneley são um tipo particular de ondas de Rayleigh 
que ocorrem na interface de dois sõlidos. Veja IZOI, |2l| e 
também o artigo |45| onde ê apresentado uma solução numérica 
para tais ondas considerando-se entre os sõlidos atrito visco 
so linear. V _
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de formas as mais variadas |l8}. 
Um fato comum a tais estudos é o uso do modelo de atri- 
to de Coulomb pois este representa, em primeira aproximaçao, as 
forças dissipativas. Modelos de atrito do tipo Fat = K.d,onde K 
é uma constante e d o deslizamento,também são usados. 
Contudo a natureza atua independentemente de nossos mo- 
delos sendo o atrito, na realidade, um fenõmeno muito complexo 
.|3|, |35|, |5l|, ISS] dependente de muitos fatores*. A interrela 
ção destes implica em leis matemáticas não-lineares. 
-. z .- Para a consideraçao dos mesmos e necessaria grande so- 
fisticação matemática e numérica (quando possível), razão pela 
qual muitos são os métodos para se transformar uma equação ou sis 
tema não-linear em um linear |28|, |29|, |47| tentando garantir 
bons resultados. 
Em fins de 1977, Richard K. Miller aplicou o Método da 
Linearízação Equivalente (MLB) |40| ao problema de ondas elãsti - 
cas S incidindo normalmente em um contorno plano sujeito a um mo- 
delo de atrito "qualquer". Mais tarde, junto com Hoi T. Tran, pu- 
plicaram resultados para ondas SH, SV e P |42|, |43], ¡58} compa 
rando-os a uma solução exata para;atrito de Coulomb, com boa con- 
cordãncia. 
Devido É crescente importância da consideração do amor- 
(*)-Madakson, em excelente artigo ÍSSÍ, formula a seguinte lei 
para a força de atrito entre duas superficies em contato: 
Fat = K Wn (pv2A)d onde Kvé uma constante, W a força normal, 
0 a densidade, V a velocidade de fricçao, A a ãrea real de 
contato, n e_d coeficientes cujos valores dependem da defor- 
maçao ser plastica ou elastica.
k 
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tecimento em ondas }37|, o presente trabalho aborda este aspecto 
e desenvolve soluções para ondas amortecidas incidindo em contor- 
nos planos. ' 
Inicialmente, o modelo de atrito empregado ê o linear 
viscoso. Ondas SH (Cap. 2),SV e P (Cap. 3) são tratadas e a solu- 




Em seguida o MLE ë desenvolvido para ondas SH (Cap. 4L 
SV e P (Cap. 5) com amortecimento, demonstrando-se que o caso não 
amortecido tratado em |58| ë apenas um aspecto particular do pri- 
meiro. Exemplos numêricos são resolvidos assumindo-se um modelo 
de atrito de Coulomb. '
P A R T E II 
MODELOS LINEARES DE ATRITO
f 
CAPÍTULO 2 
ONDAS SH 'COM E SEM AMORTECIMENTO - 
SOLUÇÃO EXATA PARA ATRITO LINEAR FUNÇÃO DO DESLIZAMNTO 
2.1 - Introduçao 
. Em 1976 Guarajuda S. Murty publicou um trabalho |44| em 
que apresentou a solução analítico-numérica do problema de uma on 
da P atingindo o contorno entre dois sõlidos quaisquer_ sujeitos 
a um modelo de atrito linear, funçao do deslizamento. 
Quando este atrito ë do tipo viscoso, surge uma cons- 
tante - chamada constante de adesao - que relaciona a tensao de 
atrito com o deslizamento. Tal constante pode representar todos 
os diferentes graus de adesão (e, portanto, de deslizamento) en- 
.- tre as superfícies dos dois solidos em contato. 
O artigo não tratou explicitamente de ondas SH e SV bem 
como o amortecimento inerente a uma onda propagando-se no inte- 
rior de um sõlido. 
E objetivo deste capitulo e do seguinte apresentar uma 
solução analítico-numérica para ondas SH, SV e P onde o amorteci- 
mento das mesmas serã considerado. Alëm disso mostrar-se-ã que 
0 caso não amortecido ë uma particularidade de um meio quando sua 
absorção ê nula. 
Os sõlidos serão considerados semi-infinitos e pressio- 
nados um contra o outro de tal'forma que a separação normal ao 
plano de contato ê evitada. 
No decorrer deste trabalho estas duas considerações se-
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rão mantidas mesmo com o comentário prévio quanto ao efeito das 
.ú ~ _ ' pre-tensoesnas amplitudes e velocidades de propagaçao. Isto pode 
ser assumido pois as prë-tensões necessarias para impedir a sepa- 
ração não são elevadas. 
2.2 - Formulaçao
A Considere dois sõlidos semi-infinitos, homogeneos, li- 
neares, isotrõpicos, livres de tensoes residuais e em contato se- 
4 ' f A gundo uma superfície plana. Considere, tambem, uma onda SH harmo- 
nica com amortecimento atingindo este contorno plano (Fig. 2.1). 
xy' P' ' A B2(Tronsmitido) Í Y _ 
TS 
É _ X 
MH? 
.M5 





Fig. 2.1 - Uma onda SH incidindo num contorno plano: 
Como a onda ë harmônica, os deslocamentos abaixos rg 
lacionados 'satisfazem a equação da onda para amortecimento 
nulo (veja Apendice 2 ou {20Í): 
gi 
= BOS-m sen in (-x+bz) eik(bz-x+ct) (2.1)
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Ç = B e-m sen rs (-x-bz) eik(-bz-x+ct) (2.2) r l 
gt 
= Bze-m' sen.ts (-x+b'z) eik(bÍz-x+ct) 4(Z.3) 
onde m e m' são os coeficientes de amortecimento dos sõlidos infe 
rior e superior, respectivamente. 
Desta forma, uma frente de onda SH de amplitude conheci 
da (BO), ao atingir um contorno plano, gera outras duas cujas am- 
plitudes e energias deseja-se determinar. As partículas do sõlido 
inferior experimentam um deslocamento vi + vr e as do superior um 
deslocamento vt, de tal modo que a diferença entre estes desloca- 
mentos, na interface, pode gerar um deslizamento localizado dado 
OÍV-+V"V. P 1 r 1: 
A este deslizamento opoem-se as forças de atrito que, 
para um modelo de atrito linear, podem ser descritas como: 
T = B d (2.4) 
onde B ë uma constante e d o deslizamento. 
Um caso especial de tal modelo, e que serã tratado com 
detalhes, consiste na existência de uma fina pelicula de líquido 
lubrificante entre os sõlidos. Quando ocorre o deslizamento surge 
um gradiente de velocidade, permitindo que o atrito possa ser ex- 
presso por (Figura 2.2). 
T = n v,tZ 
A 
(Z.5) 






' Fig. 2.2 - Região plana de contato entre dois sõlidos. 
A derivada da velocidade com z pode, aproximadamente, 




Mas como o deslocamento ë do tipo V 
que v,t = -iwv e, conseqüentemente: 
T = g iw (v'-v) ou 
T = ll i -ÍÍf- k (v'-v)u 
_ HH ~ senin 
onde u ë a constante de rigidez torsional. 
Fazendo ncz/uH =~€ pode-se redefinir esta 








g z Tí'-ti (2.9) 
Esta constante W serã chamada constante de adesao. Quan 
do W = 0, têm-se superfícies perfeitamente lubrificadas, e quan- 
do_W = 1, têm-se os sõlidos em contato perfeito. Assim, a equaçao 
para o modelo de atrito torna-se: 
= . W v'-V T 1Uk
/ 
As condiçoes de contorno do problema sao obtidas da 
igualdade de tensões cisalhantes nos sõlidos superior e infe- 
rior oyz =oyZ' e da consideração do modelo de atrito (2.lO), am- 
bas em z = 0. ' 
Aplicando-se a primeira condição de contorno vem: 
Gyz = Õyz' Iz = O 
u(vi + vr),Z = n'vt Z (Z.1l) 
X2 + g e(m' 
sen.ts ¬ m sen rslx 
X4 = 1 
onde X2 = B1/BO , X4 = B2/BO' e
I 
_ ufb' m' sen.ts - ik g _ ub m sen rs ~ ik (Z'1Z) 
V 
A segunda condiçao de contorno fornece 
Oyz = T lz = O _p 
+ ) _ 
. k W 
vt-Vr_Vi 
u(Vi vr *z _ lu l-W sen in (2'l3) 
(1_¶_h) X2 + h e(m| 




' 1k W 
m sen rs - íR› cos rs (2'l4) 
Matrícialmente, tem-se o sistema: 
1 g e(m' sen.ts 
- m senIs)x X2. 
{ 
1
} ›1_w_h h e(m' sen ts - m sen rs)x X4 
' 1-W+h 
(2.l5) 
A solução ê: 
X2 = ä : ggäjäfhg e (z.1ó) 
X = 2h e(-m' sen ts + m sen rs)x (Z.l7) 4 h - g(l-W-h) 
Quando o amortecimento não ë considerado e os sõlidos 
estão em contato perfeito, tem-se: 
= 1 _
_ 
X2 Í-¡-É e (z.1s) 





l\) [\) É \_J ä = ___. 
que ë a solução encontrada em, por exemplo, |20|, |2l|, |z7|,|3¶.
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Quando a onda SH incide normalmente ã interface, a so- 
lução acima deixa de ser vãlida pois os deslocamentos (Z.l),(2.2) 
e (2.3) tornam-se incorretos (b e b' são infinitos). O Apêndice
z 
2 mostra os potenciais de onda quando a incidência e normal. A 
partir deles;aplicam-se ascondições de Cgntgrng discutidas ante _ 
riormente, obtendo-se então um sistema de equações semelhante a 
(2.l5). 
Da solução acima apresentada depreende-se que as ampli- 
tudes dependem da freqüência. Isto ë um aspecto muito importante 
que surge quando da consideraçao do amortecimento da onda. Mais 
ã frente serão apresentados grãficos que mostrarão o comportamen- 
~ ||^ to das vãrias ondas em funçao da frequencia. 
O sistema (Z.l5) possui solução dependente da coordena- 
da X. Esta surge para a determinaçao da nazao das amplitudes em 
um ponto x qualquer do contoano. A Figura 2.3 abaixo ajuda na 
compreensão do fenômeno. Considerando-se que B0 ë a amplitude no 
ponto (0,0) esta decrescerã com o aumento de X jã que existe amor 
tecimento. Com a diminuiçao de B0 a razao X4 aumentará muito,con- 
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Z X X X X = Ampiifude Be. 
O O O O = Ampiitude omortecido 
menor uue Bz. 
Fig. 2.3 - Sistema de coordenadas. 
2.3 - Deslizamento e Mudanças de Fase
z Como ja foi comentado, uma onda provoca movimento das 
partículas do meio; na interface de contato entre sõlidos tal mo- 
vimento pode provocar um deslizamento localizado. Localizado 
'por que não ë todo o sõlido que adquire movimento relativo mas 
sim regioes atingidas pela onda;originando, desta forma, "faixas 
de deslizamento localizadas". 
Matematicamente pode-se exprimi-lo como sendo: 
d = vi + vr - vt em z = O (2.2l)
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d = {(l + X2)em sen rs x _ X4 
em' sen ts x} BO eik(ct-x) 
(z.z2) 
Para apresentação posterior pode-se adimensionalizar es 
ta expressão como segue: 
d m sen.rs x m' sen ts x = --¬---- = l X V - X . D 
B e1k(ct-x) 
( +'2)e 4 e 
O (2.23) 
E interessante notar de (2.22) que as regioes de desli- 
zamento propagam-se na interface como ondas e com velocidade c. 
Quanto ã mudança de fase, esta ocorre por ser a onda 
uma perturbação continua no espaço e no tempo. Quando o amorteci- 
~ 4 ~ ._ mento nao e considerado, as expressoes para as amplitudes sao nú 
meros reais enquanto a reflexao total nao ocorre. As mudanças de 
fase possíveisékâocorrerenxsãoentão O ou ¶*, indicando ou não uma 
inversao de movimento. Ainda sem o amortecimento, as mudanças de 
fase diferentes de O ou ¶ começam a ocorrer quando o ângulo de 
incidência passa a ser maior que o ângulo crítico. Neste caso as 
expressões para as amplitudes tornam-se números complexos e um 
tratamento matemãtico não-trivial toma lugar. 
Quando o amortecimento ë considerado, as amplitudes sao 
A ^ 
números complexos independentemente do angulo de incidencia e o 
sistema depende da freqüência. Assim, as mudanças de fase são 
de tratamento analítico laborioso e a consideraçao da reflexao to 
tal passa a ser uma particularidade. Numericamente estas mu _~ 
*A rigor nTrtal que n = O, l, 2,...
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danças de fase são facilmente obtidas, como será visto na sec- 
çao 2.4. 
2.4 - Resultados Gráficos 
_. 4 As conclusoes obtidas matematicamente dependem de va- 
rios fatores. Para a consideraçao total dos mesmos, foi de- 
senvolvido um programa de computador no qual vãrios casos são 
analisados. As amplitudes, razões de energias, deslizamento, 
A _. angulos, etc.... sao calculados e os resultados plotados em grã 
ficos. 
~ ._ ø Computacionalmente, a consideraçao da reflexao total e 
feita tomando o calor de b' como um número complexo. Assim: 
b' = cotg ts =v(E$-)2 - l (Z.24)
2 
ou, no caso de reflexão total, quando ts não ê mais definido, 
vem: 
b' = i/1~(,¿-É-12 (ms)
2 
onde i ë a unidade imaginária. 
As amplitudes, quando números complexos do tipo r + ci, 
possuem as mudanças de fase dadas por: 
f = tg`1(<:/r) (2.zó)
32 
Para o cãlculo das energias a partir de amplitudes com- 
plexas do tipo r + ci estas sao tomadas em mõdulo /r2+c2. 
As razoes de energias que serao apresentadas foram obti 
das de (l.3l) e (l.33). Aos sõlidos foram atribuídas as constan- 
tes: v=v'=0.3 (v ë o coeficiente de Poisson),u/u'=l¿äá3000nfls. As 
` 4 
várias curvas,a seguir apresentadas,relacionam-se as varias cons- 
tantes de adesão,que foram_tomadascomo sendo W=0,0.25,0.5,0JG el. 
2.4.1 - Amortecímento Nulo sem Reflexão Total
1 
Neste sub-ítem serão apresentados os resultados para 
m=m'=0 e cz/c2'=l.l. Esta razão de velocidades faz com que não 
ocorra a reflexão total. As variãveís do problema são descritas 
em função do ãngulo_de incidência, 
O comportamento da raiz quadrada da razao entre a ener- 
gia refletida e a energia incidente (E2) estã apresentado na Figu 
ra 2.4 enquanto a Figura 2.5 apresenta a onda transmitida E4. 
4» A Percebe-se que, para certos angulos de incidencia, ne- 
nhuma onda ë refletida e, a eles associado, a londa transmitida 
possui intensidade mãxima. Poderia ser esperado que a transmissão
A fosse a maior possível para incidencia normal. Porém, para este 
ângulo (in=09), o deslizamento ê mãximo (Figura 2.8), dificultan- 
do a transmissao da onda ao meio II. Assim, existe um comprometi- 
mento entre o deslizamento e a energia transmitida, fazendo com 
que esta seja maior para incidências diferentes da normal. Isto 
4 I 4 ' .ú ~ ._ so e valido quando os solidos_nao estao rigidamente conectados 
pois, do contrário, não ocorre deslizamento e, portanto, não e- 
^ .... xiste a influencia deste na transmissao da onda. Neste caso ela
serã mãxíma para incidência normal. 
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Fig. 2.4 - Comportamento da Onda Refletida em 
funçao do ângulo de incidencia. 
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°'° Te 1 | | | 1 | z o | 0 20 40 eo ao 
ANGJLO DE NGDDIGA (ÍILS) 
Fig. 2.5 ~ Onda Transmítida para c /c ' = 1.1 
e amortecimento nulo. 2 2 
Observa-se que quando ocorre uma incidencia rasante 
(in=909) nenhuma onda ê transmitida ao meio II. O mesmo ocorre 
quando os sõlidos em contato podem escorregar livremente (W=O). 
As Figuras 2.6 e 2.7 mostram a energia normalizada (EN) 
e a energia absorvida (EA). Neste trabalho estas estão definidas 
U13 g_,/ por(para o caso de onda
34 
= 2.27 EN E2 + E4 ( ) 
EA = 1 - EN (z.28) 
_ 
Os mecanismos de absorção de energia são muitos , 
|33| mas aqui não serão tratados. A expressão (2.28) acima, ape - 
sar de simples, ê capaz de estimar a energia absorvida devido ã 
fricçao dos pares em contato. O amortecimento também causa absor- 
Çao de energia mas ê possivel afirmar que (Z.28) representa ape- 
naó a dissipaçao de energia por fricçao. Isto porque os resulta - 
_. 4 dos mostrados em todo o trabalho sao validos no ponto (0,0), ou 
seja, no ponto em que a amplitude da onda incidente ê A0. Se a 
coordenada x do problema fosse diferente de O entao a absorçao de 
energia seria também atribuída ao amortecimento da onda incidente 
devido ã distãncia.queesta percorreria entre oponto (0,0) e o pon 
to (x,O) (veja a Figura 2.3).Ressalta-se também que as energias 
._ ~ z. normalízada e absorvida sao a representaçao de fenomenos oócáia- 
ø _. _ 4 tohioó. Energias associadas a pertubaçoes nao periodicas, caso 
_. -z ._ da reflexao total, nao sao aqui consideradas. 
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Fig. 2.6 - Energia normalízada em funçao do angulo de inci- 
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INGJLO DE NGDENCÍÁ (§AUS) 
Fig. 2.7 - Energia absorvida pela 
fricçao do contorno.
I 
Quando EA=0 isto sugere que nenhuma perda ocorre no 
contorno por fricção, com o deslizamento nulo ou máximo. Isto es- 
tã confirmado na Figura 2.8 que mostra o deslizamento definido 
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Angulo de heldenciø (graus) 
Fig. 2.8 - Amplitude da Onda de Deslizamento dividi- 
' da pela Amplitude da Onda Incidente. 
2.4.2 - Amortecímento_Nu1o com Reflexao Total 
Para o segundo conjunto de gráficos, valem as mesmas
36 
constantes consideradas anteriormente exceto que cz/c2'= 0.9. Este 
valor faz com que ocorra a reflexão total, ou seja, a partir ¿e 
in = sen_l(O.9) = 64.169 nenhuma onda ë transmitida ao meio II, 
conforme mostra a Figura 2.9. No ângulo crítico toda a onda inci- 
dente ë refletida (Figura 2.10). 
/E4 
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Fig. 2.9 - Onda Transmitida. Amortecímento 
nulo com reflexao total. 
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Fig. 2.10 - Onda Refletída para U/U' = 1.0, 
v=v' = 0.3 e cz/cz' = 0.9. 
As Figuras 2.11, 2.12 e 2.13 apresentam a energia nor-
37 
malizada,absorvida e o deslizamento. Como jã foi comentado, para 
A A .ó ' amortecimento nulo e angulo de incidencia maior que o critico, as 
mudanças de fase serão diferentes de nw(n=0,l,2,...). Aqui elas 
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Fig. 2.12 - Energia absorvida em funçao 
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~ A Fíg,2.13-Deslizamento em funçao do angulo de 
incidencia para cz/cz' = 0.9. 
2.4.3 - Sõlídos com Amortecimento e sem Reflexão Total 
O amortecimento foi considerado fazendo m = 0.01 Np/m e 
m' = 0.1 Np/m (Np - Neper - ê adimensional|37\¿w¶mtros).Isto torna 
'A a frequencia uma variãvel do problema. Tomando as mesmas constan 
tes anteriores e cz/cz' = 1.1 apresenta-se, a seguir, o comporta- 
mento do fenõmeno para w = 1 Hz. 
A Figura 2.14 mostra a raiz quadrada de E4 para as vã- 
rias constantes de adesão e em função do ângulo de incidência.Per 
cebe-se que sõ para sõlidos rigidamente conectados ë que ocorre 
transmissão de energia ao meio II. Para as outras constantes de 
adesão quase nada se transmite. O inverso ocorre com a energia re 
fletida, Figura 2.15, ou seja, quase toda a energia incidente ë 
rebatida pela interface. -
p 39 
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Fig. 2.14 - Onda transmitida quando m = 0.01 Np/m, m'=0.1Np/mew=1Hz. ‹
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NWBJLO DE INBDENOIA (Gmufl) 
Fig. 2.15 = Onda Refletida para Lu = 1 Hz. Quase toda a 
onda incidente ë rebatida pela interface. 
Um aumento da freqüência para w = 103 Hz altera sensi- 
velmente os resultados (mesmas constantes anteriores são assumi - 
das). As Figuras 2.16 e 2.17 apresentam E2 e E4. EN, EA e o desli 
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Fig. 2.16 - Comportamento da Onda Refletida para 
m = 0.01 Np/m, m' = 0.1 Np/m e w=103,Hz. 
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Fig. 2.17 - Onda Transmitída para w= 103 Hz. Observa-se um 
sensível aumento do poder de penetraçao da onda 
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Fig. 2.20 - Amplitude da onda de deslizamento 
dividida pela da incidente.w = 103 H 
A Figura 2.21 mostra o comportamento da amplitude 
~ ` d t' d' ` 1`zada onda de Ienóao no contorno. Esta amplitu e es a a lmensiona 1 
como segue 0 
oyz = (1 - X1)(m sen in - ik) b e (2 29)
O 
Í - (z.3o) 
m senin X 
sen in ' 
1 
_ 
(m sen.1n - ik)
42
Õ - _ z T1 ' Íífízärzí Í2'31) 
T1 = I|T1H (2.õ2> 
onde kt ê o número de onda da onda SH e |l H representa o mõdulo 

























s s z s z 1 1 z o ao ao ao ao 
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Fig. 212l - Amplitude adimensionalizada da onda de 
' tensão cisalhante no contorno. w =lO3 Hz. 
2.4.3.1 - Influência da Freqüência 
^ ¶I^ - Para ficar mais claro a influencia da frequencia no com 
portamento das vãrias ondas serão, a seguir, apresentados mais um 
conjunto de resultados. 
u 
As mesmas variáveis anteriores serão apresentadas em 
função da freqüência. As constantes adotadas são: u/u' = 1.0, 
v=v' = 0.3, m = 0.01 Np/m, m' s 0.1 Np/m e cz/cz' = 1.1. Se o a- 
mortecimento fosse nulo as värias curvas seriam simples retas pa- 
ralelas ao eixo X; Sera mostrado que a influência da freqüência
43 
situa-se, no caso presente, na faixa aproximada de O a 20 KHZ. 
As Figuras 2.22 e 2.23 mostram as ondas refletidas e 
transmitida quando in=40°. Dependendo do grau de aderência dos 
sõlidos E2 aumenta ou diminui com w. A energia normalizada ê apre 
sentada na Figura 2.24 e a 2.25 mostra as tensoes no contorno. O 
deslizamento ê mostrado na Figura 2.26 e verifica-se que este dá- 
minuá com o aumento da freqüência. Este fenômeno possui íntima af
A nalogia com as freqüências naturais de uma estrutura e os seus mo 
dos de vibração, ou seja, quanto maior a freqüência menor a am-
f 
plitude de vibraçao. 
'fzo 
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Fig. 2.22 - Onda Refletida para in=409 e em 
função da'freqUência. 
À ^ 
Por fim, nos próximos gráficos, o angulo de incidencia 
passa a ser 809 permanecendo inalteradas as demais constantes. 
As ondas refletida e transmitida. comportam-se inversa - 
mente,esta última aumentando com w;Fig. 2.27e 2.28.Para este angu 
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Fig. 2.25 - As Tensoes de Frícçao em funçao 























Fig. 2.26 - O deslizamento diminui com o 
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7 - Onda refletida para in=809.
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ig. 2.29 - Para ín=809 a freqüencía influi 
multo pouco no deslizamento
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CAPITULO 3 
ONDAS SV E P COM E SEM AMORTECIMENTO - 
SOLUÇÃO EXATA PARA ATRITO LINEAR FUNÇÃO DO DESLIZAMENTO 
3.1 - Introdução 
No Capítulo l foi apresentado o fenômeno de modo de 
conversao no contorno e o Apêndice 2 refere-se ao seu tratamento 
matemático. Assim, quando uma onda SV ou P atinge uma interface 
plana, outras quatro ondas são geradas. 
E objetivo deste capítulo apresentar a soluçao deste 
problema quando os sõlidos podem deslizar um contra o outro; in- 
cluindo o efeito do amortecimento. O modelo de atrito adotado na 
interface ê o Váócoóo Láneaa. ' 
3.2 - Formulação 
Sejam dois Sõlidos em contato ao longo de uma superfí- 
cie plana como na Figura 3.1. Os potenciais ¢ e X referem-se 'ãs 
ondas P e SV respectivamente e as linhas (') ao sõlido superior. 
4 ^ Os varios potenciais podem ser apresentados (Cf. o Apen 
dice 2) como segue: 
¢ = A0 e¬m 
sen:h1 (az-x) eik(az-x+ct) + 
V 
(3.l) 











PUHSV (Aa ou Bo)
í 
Fig. 3.1 - Onda P ou SV incidindo numa interface plana. 
X =-B0 e-m senzhi (bz-x) eik(bz-x+ct) + 
, 
_À (3.2) 
Bl e-m sen rs (-bz-x) e1k(-bz-x+ct) 
¢, = A2 
e-m' sen tp (a'z-x) eik(a'z-x+ct) (3_3) 
X, = B2 
e-m' sen ts (b'z-x) eik(b'z-x+ct) (3_4) 
Para se obter as varias amplitudes a partir da amplitu- 
de da onda incidente, ë necessário aplicar as condições de contor 
no que se referem ao modelo de atrito, ã continuidade das tensões 
normais e çisalhanteg, e oos deslocamentos normais ã interface,
todas válidas em z = O e x, t quaisquer. 
Em termos de potenciais, tais condições são: 
a) Continuidade de Tensões Normais: 
øzz = Ozz' |z=0 
À(¢,xX+¢,ZZ) + 2u(¢,ZZ+×,XZ> = 
w'<¢',XX + ¢',ZZ) + 2u'(¢',ZZ + ×',xZ)
' 
b) Continuidade de Tensões Cisalhantesz 
Oxz = Oxz` Iz=0 
u(2¢°xziX”zz+X”xx) = u'(2¢"xz-×'”zz+X"xx) 
c) Continuidade de Deslocamentos Normais: 
W = W' ¡z=O 
= ¢',Z+X`7X 
d) Modelo de Atrito na Interface: 
OXZ = T '\z=O 
¢:._`XaZ_¢!s +X'› 










Assim, destas condiçoes de contorno, dois sistemas de 
equações são obtidos. O primeiro corresponde a uma onda inciden- 
te do tipo SV. Neste caso AO=0 
Aín=B .Quando a onda incidente êO 
e a convenção (1.27) ê adotada com 
do tipo P, tem-se o segundo sis- 
tema de equações com B0=O e Ain=AO em (l.27). 
Os sistemas podem entao ser apresentados como sendo:
4 
E M.. X. = V. i = l,2,3,4 (3.9) jzl 13 J 1
‹ 














2 . @(b -1)(m senrp - 1k)2 em Senrp X 
2@b(m senrs - ik)2 em Senrs X 
_(b‹2_l)(m, sentp _ ik)2 em' sentp x 
2b'(m' sen ts - ik)2 em' sents X 
2aa(m senrp - ik)2 em Senrp X 




(bz2_1)(m. sents _ ik)2 em' sents x 
2a'(m' sen tp - ik)2 em' 
a(m senrp - ik) em Senrp X 
(m sen rs - ik) em Sen rs X 
a'(m' sentp - ik) em sentp X
1 
-(m' sen ts - ik) em sents X 
{2a(l-W)(m senrp - ík)-ikW/senrs}_ 
(m senrp - ik) em Senrp X
51 
M42 = {-(bz-l)(1-W)(m sen.rs - ik) + ikWb/senrs}. 
(m senrs - ik) em Senrs X 
M43 = {ikW/senIS}(m'sentp - ik) em' Sentp X 
M44 = {ikWb'/sen.rs}(m' sente - ik) em' Sen ts X 
No caso de onda incidente do tipo SV, tem-se ainda: 
V1 = 2ab(m senin - ik)2 em senin X 
V2 = u(b2-l)(m sen in - ik]2 em Sen in X 
V3 = -(m senin - ik) em senin X (3.ll) 
V4 = {(b2-l)(l-W)(m senin - ik) + ik¶b/senrs} 
(m sen in - ík) em senln'X 
E quando a onda incidente ë P vem: 
vl = -<×(b2-1)(m sen in - i1‹)2 em 
Sen in X 
V2 = 2ua(m sen in - ik)2 em 
Sen'in X 
V3 = a(m senin _ ik) em senin X (3.12) 
V4 = {2a(1-W)(m senin - ik) + ikW/senrs} ' 
(m senin - ik) em Senln X 
Quando o amortecimento não ê considerado, Murty |44[ oo 
teve a solução para o caso de onda P incidente. Sem amortecimento 







_ Z M11 - a(b -1) 










Msz = 1 
Mas = a' 
M34 = 'l 
M41 = 2a(1-W) + Y/sen rs 




O vetor V para onda SV« ez 
V1 = Zab 
vz = a(b2-1) 
_ (3.14) V3 - -1 
V4 = (bz-1)(1-W) - Yb/sen rs
>
53 
E para onda P: 
V1 = -a(b2-1) 
V2 = Zaa 
(3.15) 
V. = aJ 
V4 = 2a(l-W) - W/sen.rs 
Quando os sõlidos estão em contato perfeito (W=l) e o 
amortecimento não ë considerado, apenas a última equação ê altera 
da, transformando-se em (veja |20|, [2l|): 
M4l = 1 
M42 : 'b 
_ (5.1ó) 
M43 - -1 
M44 = 'b' e 
V4 = -l para onda P ou (3_17) 
V4 = -b para onda SV. (3_13)
A Quando a incidencia ê normal, os potenciais de onda usa 
dos anteriormente deixam de ser válidos. Isto porque a velocidade 
de propagação da onda, na direção X, tornar-se-ã infinita o mesmo 
acontecendo com a, b, a' e b'. Neste caso deve-se usar os poten- 
ciais do Apêndice 2, equações (A2.32) ã (A2.35). A partir deles 
aplicam-se as condições 'de contorno (3.5) a (3.8)f>qUe
U1 Jë. 
originarã um sistema de equações semelhantes a (3.9). 
3.3 - Deslizamento e Reflexão Total 
O deslizamento ê calculado a partir das expressoes para 
os-deslocamentos É que ocorrem no contorno. Em termos de poten - 
ciais tem-se: 
-+ -> _ I d - u -11 |Z=O 
d =<kX - Xwi- ¢%(+ Xlz 
d ; {(m senrp - ik)em Senrp X X1-(m senrs - ik)b em Senls X X2 
-m'wn@-ibemsampxk-M'wow-iUVÉw¶müXX 
o 4 
+(m Senín _ ik)em senin.x(l ¿.b)}eik(ctrx) ( A0 5 BO ) 
(3.l9) 
onde os pares ordenados significam que, se a onda inciden- 
te for P, apenas os primeiros elementos sao usados nas multiplica 
ções (no caso: 1 e A0). Se a onda incidente for SV, os segundos 
elementos devem ser usados (b e B0)..
' 
` Pode-se ainda, como no Capítulo 2, adimensionalizar o 
deslizamento de tal modo que:
â D = ._ . . o 
_(m_ikt)( AO 5 BO) e11<(¢1;-X) 
(5 2 3 
onde kt ë o número de onda da onda incidente. 
Da expressão (3.l9) ë possível perceber a Íntima rela -
55 
ção entre o deslizamento e a freqüência. 
Quanto ã reflexão total vale lembrar algumas particula- 
ridades. Como a velocidade de propagaçao da onda P ê sempre maior 
que a da onda S (em um mesmo sõlido), ê possível verificar que os 
ângulos de reflexão e transmissão das ondas P serão sempre maio - 
res que os da onda S. Isto poderã originar situações em que a üni 
ca onda a se propagar, além da incidente, serã a onda SV refleti- 
da, Figura 3.2. 
Deste modo 0 aumento do ângulo de incidência poderã im- 
plicar na reflexão total das ondas P e, por último, da SV transmi 
tida. Aos ângulos críticos estarão então associadas perturbações 
na continuidade das curvas de razoes de energias, que serao apre 
sentadas na próxima secção. Estas descontinuidades são mais ou 
menos evidentes dependendo da aderência dos pares. 
,sv 
,f P sv 
? 
sv 
9 sv sv 
5Y sv sv sv 5V 5V
É °) ) sl dj 
Fig. 3.2 - Dependendo do ângulo de incidência da onda 
_ SV e das propriedades elãsticas dos sõlidos, 
poderã ocorrer: 
a) Todas as ondas P"e SV, refletídas e trans 
mitídas, existem. b) onda P refletida näø É 
mais periõdica. c) Reflexão total da onda P. 
d) Reflexão total da onda SV.
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3.4 - Resultados Gráficos 
._ _. 4 .Q iNesta secçao serao apresentados varios graficos que vi- 
sam descrever o fenômeno tratado neste capítulo. 
A exemplo do Capítulo 2, as vârias curvas correspondem 
ãs vârias constantes de adesão (W=0, 0.25, 0.5, 0.75 e l.0). As 
constantes dos sõlidos que não variam de caso a caso são: u/u'= 
1.0 e v=v' = 0.3. Os resultados todos são vãlidos no ponto (0,0), 
seguindo o sistema de referência da Figura 3.1. As expressões dee
v 
nergias foranlapresentadasna SecçaoIL3-e oaqui chamado deslizamen 
to estâ adimensionalizado pela expressão (3.20), do mesmo modo 
que as tensoes pela expressao (2.3l). c - 3000 m/s.
2 
3.4.1 - Onda SV Incidente - Amortecimento Nulo sem 
Reflexão Total da Onda SV Transmitida 
Os resultados abaixo apresentados consideram amorteci - 
mento nulo e c /c ' - l.l. Esta razao de velocidades faz com que 
2 2 ' 
exista a onda transmitida SV embora as ondas P refletida e trans- 
mitida deixem de ocorrer a partir de certos ângulos de incidên- 
cia. Associados a estes ângulos estão as evidentes descontinuida- 
des nas curvas. 
As Figuras 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6 apresentam as vârias 
ondas envolvidas no fenômeno. E fâcil perceber os pontos onde 
deixam de existir as ondas P. Um fato muito interessante, já co- 
mentado no Capítulo 2, ressurge aqui. Existe um certo ângulo de 
incidencia, diferente de 09, para o qual toda a onda SV ë transmi 
tida ao meio II, independentemente do grau de aderência das super
57 
fícies. Isto sugere que, neste ponto, o deslizamento deva ser ze- 
ro, e'ë o que realmente ocorre, Figura 3.7. 
A l 4 .z Além disso, a incidencia normal da onda SV nao provoca 
deslizamento mãximo quando W=0. Este vem a ocorrerjustamentequan 
do a onda P não mais se transmite devido ã SV incidente. 
As energias normalizada e absorvida estão apresentadas 
nas Figuras 3.8 e 3.9 enquanto as tensoes normais, cisalhantes e 
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Fig. 3.4 - Onda SV refletida. Observa-se 




























I I I I I I I I 0 20 40 O0 DO 
Fig. 3.5 
ANIIJLO DE INI.'DEI\OIA [Gmu8)












oJ` . É 
oa- 
°_1.` I 
0 I I I I. I I I I I o ao ao eo ao 
























l V: 0.25 
V: 0.75 
n~Ieu|.o DE I~ooEI~Icu. (ema) ' 
onda incidente se transmite independente 
mente da aderência dos sõlidos. _
I -Q-GB 
Vzao 120.5 vz 0175 




O 20 4-0 30 BO 
IÔNIJLO DE INSDEIICIA (Gmuñ) 
Fig. 3.7 - O deslizamento com um ponto de maximo 









1 ¬-Ç - 
i
\ 
0.9 -J ip: O-25 
03'; 'i":0.5 
0.7 -«E - Y: 0.75 * 
0.6




O2 -` . 
0.1 -J 
-
i 0 -i n | | 1 1 r ú f a 
O 20 4-O 50 80 
N\BULO DE If\CDEN3IA (Gmun)
1 
3.8 - Energia normalizada em função 
do Ângulo de incidência. 
lt 
oz¿ 











0-1 1 v'=o.z5 \ T .I z¬ 
o -i-‹ . ¡ ú ' ' ú ú ú o ao 40 80 80 
MBJLO DE MODENZIA [Gmui) 
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Fig. 3.12 - Deslocamentos normais ao contorno. Sao 
nulos para incidencia normal e rasante. 
3.4.2 - Onda SV incidente - Amortecimento Nulo com 
Reflexao Total da Onda SV Transmítida 
Este sub-item considera a reflexão total da onda SV e, 
para tanto, a razão de velocidades de propagação das ondas S, nos 
sõlidos, deve ser menor doque a unidade.Aqui cz/c9'= Oiãe maW=O. 
As Figuras 3.13, 3.14, 3.15 e 3.16 apresentam o compor- 
A À 
tamento (/El,,_., /E4)das vãrias ondas. Os angulos de incidencia 
para os quais as ondas P deixam de existir são, agora, diferentes
ól 
do caso anterior. Ainda ocorre a transmissibilidade total da on- 
da SV, independentemente do grau de aderência dos sõlidos, Figura 
3.16, 55 que agora parain 5 439. Além disso, como ocorre reflexão 
total da Qnda SV, a onda SV transmitida deixa de existir a 'par¬ 
tir de in = 64.169 0 que provoca uma grande pertubação na-onda SV 















0.2 - ~\ 
0.1 - 
Y: |-0 
O J ú | 1 | › 1 ú | 
o ao 40 eo B0 
mauro os mc:|:›zNc|A (ema) 
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Figi 3.14 - Ondas SV refletida. Observa-se, a partir 
de 649, que as curyas mudam muito para 
compensar a reflexao total. 
As energias normalízada e absorvida estão mostradas nas
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Fig. 3.16 - Reflexão total da onda SV. Observa-se 
_ tambem um ponto maximo independente de W. 
Figuras 3.17 e 3.18 enquanto que a Figura 3.19 apresenta o desli- 
zamento. No ponto em que a transmissibilidade da onda SV ë mãxi- 
ma a energia absorvida ê nula bem como o deslizamento. Observa-se
A também que a energia absorvida ë muito significativa para angulos 
de incidência em torno de 709 sem haver, no entanto, um desliza -u 
mento exagerado. Isto se deve ao fato de a energia absorvida ser 
obtida através da normalizada e esta, por sua vez, das energias 
_. 4 das vãrias pertubaçoes peaiodicaó. Assim, para in »64.169, sõ a 
energia refletida ë periÕdica,com as outras ondas possuindo uma
63 
energia que decai com z, aqui não considerada. Desta forma, a 
energia absorvida possui um ponto de mãximo, não associada ao des 
lizamento. 
A Figura 3.20 apresenta as tensões cisalhantes adimen - 
siona1izadas,onde pode ser visto picos de tensões para in=64.1ó?. 
Na Figura 3.21 tem-se a tensão normal ã interface de separação 
dos sõlidos, com um detalhe na Figura 3.22. 
I-Q 
M5 `* = “°9~"° os .. 








O3 __ Y=0.'75 
04- w=°5
p 
01 ¡ | ú |_ |. 1 1 1 1 O 20 ` 4-O BO 80 
MGJLO DE IMIDENBIÀ (Gmui) 
Fig. 3J]-Energia normalizada das 
oscílaçoes períödicas.
1 














* vzoâzno 0 '19 n t ¡ | | n 1 
O 20 4-O 30 B0 
MBJLO DE IDCDEBCIÁ [GI'flUi) 
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3.4.3 - Onda SV Incidente com Amortecimento 
e sem Reflexão Total
A O prõximo conjunto de grãficos descreve o fenomeno quan 
do 0 amortecimento ë considerado fazendo m=0.0l Np/m e m'=O.l 
Np/m. A razao de velocidades cz/czfi ê igual a 1.1, o que garante 
que a reflexão total da onda SV não ocorra. Porém, devido ã velo-
A cidade da onda P ser maior que a da SV, a partir de certo angulo
^ de incidencia deixarão de existir as ondas P refletida e transmi 
tida. Os potenciais de onda adotados não permitem que esta parti 
cularídade, qual seja, reflexao total com amortecimento, seja tra 
._ A A ~ .Q tada, razao pela qual o angulo de incidencia da onda SV nao sera 
maior do que 309. 
As Figuras 3.23, 3.24 e 3.25 mostram a resposta das va- 
rias ondas quando a freqüëncia ë de 1 KHZ. A amplitude da onda -P 
~ _. transmitida ë pequena e nao sera mostrada. Verifica-se um leve au
A mento da transmíssibilidade da onda SV com o ângulo de inciden- 
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Fig. 3.26 - Deslizamento para w=l03 Hz. 
As energias normalizada e absorvida estão mostradas nas 
Figuras 3.27 e 3.28 e as tensões cisalhantes e normais nas Figu- 
ras 3.29 e 3.30. A Figura 3.31 apresenta os deslocamentos nor-
A mais, que variam com a aderência dos sõlidosz 
4-.. 
_ 
A influência da constante de adesao no deslocamento nor 
mal ê devido a este ser mais ou menos facilitado de acordo com
A a aderência dos pares. Isto porque, a um deslocamento normal ã 
interface, estã associado um mácäø deófiázamenio fun ao de W. A-Ç 
qui também se faz presente o efeito de Poisson. Este efeito modi- 
ficarã os limites dos sõlidos principalmente nas regioes de con- 
tado atingidas pela onda, provocando nelas, deslocamentos w, va- 
riãveis com a facilidade com que as superfícies dos sõlidos têm 
de se deslocarem entre si, nestas regioes. ' 
Um aumento da freqüência para 1 MHz altera muito o com- 
portamento das vãrias ondas, Figuras 3.32, 3.33, 3.34 e 3.35. As 
ondas transmitidas são agora significantes. O deslizamento apre- 
sentado na Figura 3.36 diminuiu em relaçao ao caso anterior (pa- 
ra ?#O). Isto provoca uma maior energia normalizada, Figura 3.37,
\ O -L _ zz 
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Fig. 3.27 - Energia normalizada para w=103 HZ. 
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Fig. 3.32 - Onda P refletida. w=105 Hz. 
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Fig. 3.35 - O aumento da freqüência faz aumentar 
a penetrabílídade da onda SV. 
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~Fíg. 3.38 - Energia absorvida pela 
interface quando w=l06 Hz. 
3.4.4 - Onda SV Incidente - A Freqüência
4 como uma Variavel do Problema 
Para avaliar-se de modo mais esclarecedor a influência
A da freqüência no fenomeno em questão foram construídos os grãfi- 
COS 3b3iXO. `AS CO1'lSt3.1'1t€S 1.1S8.d3S SãO 3.5 1Tl€SIIl3.S dO CaSO 8.IlteI`i0I`. 
A A Foi escolhido um angulo de incidencia da onda SV igual a 309 va- 
riando-se a freqüência de l a 40 KHz. Fica claro que, a partir 
de 40 KHZ, os valores das variáveis do problema nao mais 
se alteram. Naturalmente que esta freqüência ê determinada pelas
A propriedades elásticas dos materiais e o seu grau de aderencia. 
As Figuras 3.39, 3.40, 3.41 e 3.42 mostram asraízes qug 
dradas deE1, E2, E3,E4 em função de w. Em especial verifica-se um 
A ~ sensível aumento com a freqüencia do poder de penetraçao das on- 
das P e SV transmitidas. Esta transmissibilidade não aumenta inde
A finidamente com a freqüencia sendo este fato um aspecto muito im 
portante.
V 
Nas Figuras 3.43 e 3.44 são mostradas as energias nor-
73 
malizada e absorvida. Esta ültima É diferente de 0 mesmo para des 
lizamento perfeito. Jã a Figura 3.45 mostra o deslizamento. - que 
em geral, diminui com o aumento da freqüência. A excessão fica 
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3.42 - A penetrabilidade da onda SV aumenta 
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Fig. 3.44 - Energia absorvida diminuindo 
com a freqüência. 
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Fig. 3.46 - O deslocamento normal varia com W e w
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~ 3.4.5 - Onda P Incidente com Amortecimento 
e sem Reflexao Total 
Os resultados a seguir apresentados referem-se a uma on 
da P incidindo na interface de sõlidos com amortecimento (m=0.0l 
Np/m e m'=0.1 Np/m). A razão de velocidades escolhidas - cl/cl' = 
1.1 - não permite a reflexão total. 
As Figuras 3.47 e 3.48 mostram as ondas refletidas, em 
~ A funçao do ângulo de incidência, quando a freqüência ê de].KHz. Pa- 
ra esta freqüência as ondas transmitidas são tão insignificantes 
que não serão apresentadas. As energias normalizada e absorvida 
estao mostradas nas Figuras 3.49 e 3.50 enquanto que o deslizamen 
to na interface estã na Figura 3.51. As tensões cisalhantes e nor 
mais sao mostradas nas Figuras 3.52 e 3.53 e o deslocamento nor- 
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Fig. 3.53 - Tensoes normais agindo na 
interface de contato dos sõlídos
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Fig. 3.54 - Deslocamento normal variando 
com a adesão dos s5lidos.‹n= 1 KHz. 
e 3.58. O deslizamento diminui com o aumento da freqüência, Figu- 
ra 3.59, bem como a energia absorvida, Figura 3.60. A Figura 3.61 
mostra a energia normalízada. As tensões são apresentadas nas Fi- 
guras 3.62 e 3.63 enquanto que o deslocamento normal ao contorno, 
' A A na Figura 3.64. Para esta frequencia o grau de aderencia dos pa- 
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Fig. 3.55 - Onda P refletida para freqüência 
de 1 MHz,
/ 11 E 
2 \ 0.9 -. 
0.5 - Ê 1 
0.7 -- 
O.8 - 
os- W: oo 
0.4-1 ` 
os-
_ +=o15 wzavs 0.2 - f *_ 
*=a5 4¬ oú¬ '_ ñ __Í.m 7_r1; í o rf 1 1 F T-"'1 **T`_*F o ao 4o ao ao 
mouLo DE 1NoDENo1A (emu) ' 
Fig. 3.56 - Onda SV refletida com amortecimento 
“E3 ' °'“¬=É¬;~¬_« z °'°- `$'=0.5 
°3' vzozs 
0.7 
J . 0.5 E o_o ` 





0 -1 1 1 1 _ 1 . 1 1 1 1 1 0 2° QO OO OO 
mouto os |Noo+:Nc1A (ema) 
Fig. 3.57 - Onda P transmitida. Esta É 
maxima para incidencia normal. 
/E4 L 






0.5-` if: ao 
04- 
\ OJ- 
°2_ *:O.2.5 *za-¡§ `¡ 
0.1 _¿_ '#3 O.-Ê; *E LO 
`_7
l 
1 _ _ É 
\ if* _ _ Í' O ra 1zÍ¬ ¡ ¬?~ O 2° Ã-O ao 8° 
.ÂNGULO DE ShK3DB~01A (Graus) 






0,5 `Y= 0.5 _ 
0.4 _,_ í 
0.3 
0.2 













0 20 _4o 60 50 
MKIJLO DE IMÊDEMIM1 (Omni) 
Fig. 3.59.- O deslizamento diminui com o 
BQRGÀ 
íwll 





0.8 - . 
0.5- 
0.4- 
1/= 0.2.5 0.3- 
°_2_ Y=o.5 1 
0.1 '¬ _ 
*z o'75 _ 
' 'Y : O C Â 0 1 1 1 1 1 1 
o 20 no eo ao 
ANIJLO DE IIÚDDCM (Orson)




' -_ - ` Y: 0.75 . 0.0 ._ '~ -\ f 









para in < 209. 
1
1 
0 '\` 1 1 1 1 1 1 1 1 1 O 20 40 60 50 
AMBULO DE IIQDÇICIA (Gmua) 































I I I I I 
" 
I I I O 20 40 BO BO 
INIJLO DE IN3DB*I3|A (Gmun) 














°¬ 1 | | | 1 1 n n o ao 40 eo ao 
ÀNIJLO DE IM'}DEM3IA ÍGNUO) 


















1 I I I I I ¬I I I O 20 40 B0 BO 
NGIJLO DE IYCDDCM ÍGNUO) 
Fig. 3.64 - Deslocamento normal. A aderência 
influencia pouco em altas freqüências
83 
3.4.6 - Onda P Incidente -'A Freqüência 
_, como uma Variavel do Problema 
Como jã foi visto, a consideração do amortecimento tor- 
na a freqüência uma variável do problema. Os grãficos a seguir'mos 
tram a sua influência quando a onda incidente ê a do tipo P. O an 
gulo de incidência escolhido foi de 809. Ç./C¡' = 1-1- 
.As respostas das ondas estãoapresentadas» nas Figuras 
3.65, 3.66, 3.67 e 3.68. Em especial verifica-se que a onda P 
transmitida aumenta muito com a freqüência. O inverso ocorre com 
a energia absorvida, Figura 3.69. Observa-se ai picos de absor - 
ção de energia. A Figura 3.70 mostra a energia normalizada e a
~ 3.71 o deslizamento. Nas condiçoes presentes este diminui com a 
A -... freqüencia. As tensões no contorno sao apresentadas nas Figuras 
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P A R T E III 
MODELOS NÃO-LINEARES DE ATRITO
CAPÍTULO_4 
O MÉTODO DA LINEARIZAÇÃO EQUIVALENTE - 
` ' ONDAS 'SH COM AMORTECIMENTO 
4.1 - Introduçao 
Como jã foi visto, as forças de atrito que ocorrem em 
fenômenos os mais elementares São difíceis de serem corretamente 
avaliadas e leis matemáticas que as quantifiquem da maneira mais 
real possível são expressões não-lineares. 
Se por um lado a não-linearidade melhor representa es- 
tas forças (veja por exemplo |35|, |5l|, |55|),p0r outro o seu 
tratamento é penoso e, muitas vezes, analiticamente impossivel.Pa 
` 4 4 ra contornar parte deste obstãculo, foram desenvolvidos varios me 
todos de aproximação que, geralmente,tëm o intuito de linearizar 
o problema; quando as condições suficientes para a linearização fg 
rem.satisfeitas..As referências sobre os mais diversos métodos a- 
_ ^ ~ plicados aos mais variados tipos de fenomenos sao muitas, recomen 
dando-se |28[, |29|, |30|,'|47|, [49Í. - 
Um destes métodos de linearização chamado Método da Li- 
nearização Equivalente - MLE*, serã pormenorizadamente apresenta- 
do neste trabalho. O MLE foi aplicado ao estudo de ondas elãsti- 
*Este método possui íntima analogia com o Método dos Residuos Pon 
derados, usado na solução de problemas de valor de contorno nã 
elasticidade. Veja, por exemplo, BATHE, Klaus J. - Finite Ele- 
ment Procedures in Engíneering Analysis, IÊ Edição, Prentice- 
Hall Inc., pp v-735, 1982.
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cas ao atingirem contornos planos por Richard K. Miller em 1977
A 
|40|. A partir daí, ele foi desenvolvido e aplicado aos tres ti- 
pos bãsicos de onda - SH, SV e P -, do que resultou a Tese de 
Hoi T. Tran [58 
Dada a boa concordância deste mëtodo quando comparado a 
resultados analíticos, o presente trabalho amplia-o ao' aplicãelo 
ã anãlise de ondas elãsticas em que o amortecimento ë considerado. 
4.2 - O Método da Linearízação Equivalente - MEE 
Basicamente, o MLE_aqui usado descreve o modelo de a- 
trito não linear através da soma de duas variãveis lineares, que 
sao o deslizamento e sua variaçao com o tempo. Ãs constantes que 
multiplicam estas variáveis impõem-se que o erro médio quadrãtico 
seja mínimo obtendo-se, deste modo, integrais funçoes do modelo de 
atrito adotado.Assim, seja a tensão de atrito representada por: 
-1~= Lld + L-Za (4..1) 
onde Ll e L2 são constantes a serem minimizadas, d o deslizamento 
e o (.) a derivada em relação ao tempo.
_
A Pode-se assumir que o deslizamento ê harmônico, 
jä que a onda incidente também o ë. Alëm disso pode ocorrer uma 
mudança de fase - fd - na anda de deókizamento, originada do fa- 
,_ to de ser a onda uma perturbaçao contínua no espaço e no tempo. 
Assim: 
d = D cos (kx - wt + fd) (4.2)
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Ao se substituir (4.2) em (4.l) obtêm-se uma equação 
linear tentando representar uma possível não linearidade. Assim 
Ll e L2 devem ser escolhidas de tal forma que o erro seja mínimo. 
Define-se o erro médio quadrãtico como: V 
EMQ = Ç” {1 - (Lia + í;2¿1)}2 dns (4.5) 
onde n-= kx-wt+fd. 
Substituindo-se (4.2) em (4.3), derivando em relação a 
L1 e L2 e igualando a zero (condição de minimo), vem:
L 
LI = íã = %%¶Í“ T cos n dn (4.4) 
-L -1 
L2 = 5% = íEfifif“ 1 sen.n dq › (4.5) 
com L = L D. e L =^- wL D. 
3 1 l› 2 
' Desta forma, alguns modelos de atrito podem ser aproxi- 
mados pelaequação (4.l) linear. s _ 
l 
A seguir,_este método será aplicado a uma onda SH onde 
o amortecimento ë considerado. c 
4.3 ~ Onda SH com Amortecímento 
Seja uma onda SH amortecída atingindo uma interface pla 
na sujeita a um modelo de atrito qualquer, Figura 2.1. No presen 
te trabalho, as ondas incidentes serão sempre harmõnicas. Devido 
ä possível não-linearidade no contorno, ë de se esperar que as on 
das refletidas e transmitidas sejam alteradas em sua forma. Isto 
geralmente ocorre, mas como o presente mëtodo líneariza o atrito,
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as ondas refletida e transmitida ~serãoconsideradas harmõnicas e 
decaindo em amplitude com a distância. 
Devido ao atrito, deslizamento e amortecimento, ë possí 
vel ocorrerem mudanças de fase, tanto na onda refletida (frs) 
como na transmitida (fts). Considera-se,nas discussões seguintea 
' ~ - ; ` V que nao ocorre separaçao entre os solidos. 
gue que 
Da continuidade de tensoes cisalhantes na interface, se 
Uyz = UYZ' 
u{(m senin - ik) em Senin X 
' (4.Õ) 
- (m sen rs - ik) X2 em 
Sen rS_X}bB0 eí(kX_wt) = . 
s n.ts x í(kx-wt) 'p'(m' sen ts - ik) X4 em' e b'BO 6 
Alternativamente a (4.2),o deslizamento pode ser repre- 
sentado por: 
torno ë 
d = vt - vr - vi 
d = D eitkx-mt) = {X4em' sen ts x __ Xzem sen.rs X _ 
'em sen.in x}BO'ei(kx-mt) (4'7) 
Por ültimo, a equação para o modelo de atrito no con-
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OYz= T IZ=0 
u{(m sen in - ik) em $en'in X - 
(4.8) 
(m sen rs - ik) X2 em 
Sen rs x}bB0 e1(kx'wt) = . 
(L1 - iwL2)D ei(kX'“t) 
Exprimindo Ll e L2 em função de L3 e L4 (Equações (4.4) 
e (4.5)),pode-se apresentar o sistema de equações da seguinte for 
ma 
fl H'b' (m' sen.ts - ik)ÊP} Sen'ts X O X ub (m senrs - ik) em senrs X 2 




1 O ~ 0 
.9 
_em sen.rs x (4 ) 
“ L + iL
` 
1 _ 3 
-u W 
k m senrs x ubB (m sen rs - ík) e 
L O 
onde 
X2 á Y2(cos frs 4 í.sen frs) (4.lO) 
X4 = Y¿(cos fts + isen.fts) (4.1l) 
X5 = Y5(cos fd + i sen fd) _(4.12) 
sendo frs, fts e fd as mudanças de fase ocorridas no contorno (ve
ja Secçao 1.3).
~ A soluçao do sistema (4.9) ë: 
Ls *-iL e-m senrs x 
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= _ H X2 1 ubB0 (m sen.rs - ÍÍÚ (4'13) 
_ L; * ÍLQ -m' sen.ts x 
X4 f U7b'B0(m"sen ts -`ÍF] e (4'l4) 
_ m senrs x L3 + íL4 1 X5 ~-2 e f Bo {zV- ~kƒ+
1 
u'b'(m' sen.ts - ik)} 
pb(m sen rs - ía 
^ (4.15) 
Substituindo as expressões (4.l0), (4.11) e (4.l2) ~ná 
solução acima, e comparando-se as partes reais e complexas, ob- 




L3 msenrs - Lu k Tel = 2 2 
HI Sen T5 4' 
_ _Lk m sen;rs + L¿ ml ` " 2 2 m› Sen I`5+ 
La m"sen.ts - Lu k re = 2 m'2 senzts + 






-m sen rs x -m sen rs x Z 1/2 _ Z _ 
(4.20) 
_1 e-m sen.rs x im frs = tg (_-m sen.rs x 
1 
3 (4'21) -e fel - UbB0 
_ 
-m' sents x _ e 2 . 2 1/2 ›Y4 “ _iTb-',"í'__' {I`š2 + 1llI2} (4.22) 
fts = tg_1(im2/rez) (4.23) 
› = m sen.rs x ' TG1 l fez 2 Ys “'26 *íí§¡,'*W›T¡,1 * 
(4.24) 
_ [1m1. * 
img ]z}1/2 
ubB0 u'5'BO 
iml + imz 
_ -1 `”F` ETE* ~ fd _ tg' ( 
2 m ëenrszx Te1+ `TeE) 
(4'25) 
' e B0* u5 u'5' 
A forma como aqui foi desenvolvido o MLE aplicado ãs 
ondas elãsticas fez com que o sistema de equações fosse explicita 
mente resolvido. Isto difere do modo de outros autores|40], 
|53| apresentarem o método pois os mesmos obtêm uma equação trans 
.o ~ _. cedental para o deslizamento que e entao usado na determinaçao de 
X2 e X4. Tal equaçao pode, dependendo do modelo de atrito adota- 
do, exigir solução numérica, o que não ocorre usando-se o modo 
aqui desenvolvido. ' '
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4.4 - O MLE Aplicado a Atrito de Coulomb 
O objetivo desta secçao ê usar o MLE para resolver o 
problema de dois sõlídos em contato sujeitos, em sua interface, 
ã ação de uma onda SH harmônica com amortecimento. Esta não provo 
ca separação das superfícies em contato,existindo entre elas, a- 
trito do tipo Coulomb. 
A onda SH, ao atingir as superfícies, provoca desloca - 
mentos localizados que se propagam pela interface com a mesma 
velocidade da onda incidente. A estes deslocamentos estão associa
~ dos tensoes cisalhantes oyz que possuem intensidade variãvel com 
a onda que incide, Figura 4zl. O atrito existente na interface 
atua de modo a impedir o deslizamento mas este vem a ocorrer com 
o contínuo crescimento de øyz. ‹ 
Qzl 
z, ___- _ ___ _ ___ _ 
7 DD 
× × t 
EF _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ ' A
- 
' Fig. 4.1 - Onda de Tensao Oyz. 
Como a Onda dê Tcnbãõ inverte periodicamente seu senti- 
do de atuaçao,pode-se exprimir a tensao de fricçao por: 
TF = fd sina1(á) , ä f o (4.zõ)
~ onde Td ë o mõdulo da tensão de fricgao na interface. 
Introduzindo esta expressão nas equações (4.4) e (4.5) obtêm-se
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as integrais L1, LZ, L3 e L4 do MLE,'que sao dadas por: 
L1 = O (4.27) 
_ 4 Tó 
L3 = 0- (4.29) 
L = -51 (4 30) 4 H d ' 
Para apresentar as expressões da solução do sistema, 
considere os sõlidos sem amortecimento. Disto resulta: 
rel = rez = 4L4/k (4.31) 
' iml = imz = O (4.3Z) 
o que torna as mudanças de fase nulas. Além disso: 
d _ 4' Td n X2=Y2_l'F5EíB"6 , 
4'“‹1 
X4=Y4=¶FÍí7'É-6 (4.34) 
._ Ud 1 ' 1' x5-YS- .2 + “B0 (pub + u.b.) (4.35) 
Como,no MLE, as razões de amplitudes X2, X4 e X5 são a- 
proximadas, as razões de energias daí obtidas devem ser tais que 




E1 + E2 5 1 _ 
Z uvbv 2 _ 
X1 + -T1¬E_X2 Â 1 (4.37) 
_ 4212 pb' 4 Tó 2 
t Í1 ãT1<W} *"1F[«b'1< mao S1 (4-583 
De tal modo que:
T d ¶kubu'b' (4.39) 
A ' 1- - Se os solidos sao iguais entao:
Í 
ífië gil-É-Ê t (4.4o)
0 
E ossível mostrar também ue existe uma fre üência a- P Q 
baixo da qual nenhum deslizamento ocorre |58| e a transmissão da 
az onda.ao meio II e completa. ` 
n^ ' Esta frequencia de corte, para sõlidos iguais e sem a- 
mortecímento, ë dada por: 
T
. ^w = (4_41) c n cos rsuB0 
Cabe ainda mais uma observação ao MLB. Se ele for apli- 




` k W 
L1 = SÍ-Í,Í%zífi (4-42) 
`L2 = O (4.43) 
Aplicando-as ao sistema (4.9), os resultados obtidos 
serão idênticos ãqueles do Capitulo 2. Isto confirma que o MLB 
pode ser usado em problemas onde 0 modelo de atrito ë linear, dan 
do origem ã soluçao analítica. ` 
4.5 - Resultados Grãficos para Atríto de Coulomb 
A soluçao para atrito de Coulomb, apresentada na secçao 
precedente, foi particularizada para o caso de amortecimento nu- 
A ~ 
10, Para uma análise mais ampla do fenomeno aquela soluçao (equa- 
ções (4.ló) a (4.25))foi processada em computador,gerando os grã- 
ficos a seguir. Estes podem ser divididos em dois grandes conjun- 
ÍOS. 
O primeiro analisa o comportamento das ondas em função 
ø~ A A do ângulo de incidencia. Isto para varias freqüencias e vãrios 
PAC - Parâmetro de Atrito de Coulomb - que aqui ë definido como: 
. B 
PAC z ' (4.44) 
'Ed 
Observa-se que o PAC nao pode assumir qualquer valor, para que a 
conservação da energia seja satisfeita (Equação (4.39)). Valores 
altos de PAC representam uma pequena tensão de fricção no contor 
no. 
O segundo conjunto de grãficos mostra as ondas em -fun-
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ção da freqüência para um dado ângulo de incidência e vãrios 
PAC'S. 
A velocidade da onda SH incidente ë de 3000 m/s, u/u”=l 
v=v' = 0.3. Os resultados são vãlidos no ponto (0,0). 
As vãrias curvas dos grãficos dizem respeito aos vãrios 
Parâmetros de Atrito de Coulomb que, neste trabalho, sao: 10, 50, 
100, 500 e 1000. Isto representa vãrios graus de aderência entre 
as superfícies em contato. 
4.5.1 - Amortecimento Nulo sem Reflexão Total 
Serã visto, na seqüência de grãficos a seguir, como se 
«-1 ^ comporta a soluçao obtida pelo MLE na ausencia de amortecimento. 
A relaçäo de velocidades adotada ë de cz/cz' = 1.1 o que garante 
._ A ‹~‹ À _. a nao ocorrencia da reflexao total. A freqüencia da onda e de 
10 KHZ. 
As Figuras 4.2 e 4.3 apresentam o comportamento das 
ondas refletida e transmitida. Percebe-se que, para baixos PAC's 
e, conseqüentemente, grandes tensões de atrito, a onda se transmi 
te mais facilmente embora de forma pouco intensa. Esta baixa in- 
tensidade se deve ao deslizamento das superficies em contato, Fi- 
gura 4.4. Quanto maior for ele mais dificuldade tem a onda de se 
transmitir. Isto explica porque, na incidência normal, a tramsnis 
sibilidade não ë mãxima. c 
As energias absorvida e normalizada, Figuras 4.5 e 4.6, 
apresentam um comportamento peculiar, no caso de Atrito. de Cou- 
lomb. 
A absorção de energia diminui quando o deslizamento au-
100 
menta e vice-versa. Fisícamente, isto pode ser explicado ao se 
considerar que a um grande deslizamento estã associado um pe- 
queno coeficiente de atrito e, portanto, uma menor dissipação de 
energia por fricçao. 
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4.5.2 Sõlídos com Amortecimento e sem Reflexao Total 
A consideraçao do amortecimento, através dos coeficien- 
tes m=0.0l Np/m e m'=0.l Np/m, altera o fenômeno embora o compor- 
tamento dascurvas seassemelhe ao caso anterior. Os resultados sao 
vãlidos na origem, cz/C2' = l.l e para w = 1 KHZ. 
Como se conclui da equação (4.39), o MLE exige que a ra 
zão entre a tensão de fricção e a amplitude da.ondaincídente seja 
tal que satisfaça o equilíbrio de energia..Asshn,para grandes an- 
gulos de incidênciae os PAC's aqui.usados, (4.39) deíxade ser vãli 
da. Por isto algumas curvas nao foram p1otadas'a partir de certos- ângulos. 
Uma formulação que considere o amortecimento revela-se 
importante pois este afeta de modo quantitativo as variãveis do 
problema. Assim ë que, em relação ao caso anterior, a reflexão di 
minui em intensidade [Figura 4.7) enquanto o coeficiente de trans 
missão aumenta (Figura 4.8). Também a razão entre a amplitude da 
onda de deslizamento e a da incidente ë agora menor, Figura 4.9. 
As Figuras 4.10 e 4.11 mostram EN e EA. 
Na Figura 4.7 nota-se um aumento da onda refletida para 
baixos PAC's. Este comportamento peculiar não pôde ser justifica- 
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4.5.3 - Onda SH sem Amortecimento - 
A Freqüência como uma Variável do Problema 
No MLE a freqüência ê uma variavel do problema indepen- 
dentemente da consideraçao ou nao do amortecimento. Para verifi- 
car sua influência foram construídas gráficos para dois ângulos 
de incidência: 159 e 709. A razao de ve1ocidades_das<ondas nos 
sõlidos permanece cz/c2'_= 1.1. 
As Figuras 4.12 e 4.13 mostram as ondas refletidas e 
transmitidas. Percebe-se, no caso de Atrito de Coulomb, uma dimi- 
nuição no poder de penetração da onda SH quando aumenta a freqüên 
cia. Isto se deve ao aumento do deslizamento, Figura 4.14. Natu - 
ralmente que a reflexao aumenta e a absorçao de energia diminui, 
Figura 4.15. A energia normalizada pode ser analisada pela Figu- 
ra 4.16 enquanto que as tensões cisalhantes estão na Figura 
4.17.
` 
E fãcil verificar que, quanto maior o PAC e, portanto, 
menor aderência dos pares, a transmissibilidade diminui e o des-
lizamento aumenta. 
Um aumento do ângulo de incidência para 709 fazdiminuir 
o deslizamento e aumentar a energia transmitida em relação a 'in= 
159. E o que mostra, entre outras variáveis, a seqüência de Figu- 
ras 4.18 - 4.21. 
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Fig. 4.12 - Onda SH refletida em funçao 
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Fig.`4.13 - Onda transmitida diminui 
com o aumento do PAC, 
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Fig. á.14 - Deslizamento em função 
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Fig. 4.17 - Tensoes císalhantes norma1izadas.ín=l59. 
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.Fig. 4.18 - Onda SH refletida, 
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Fig. 4.19 - Onda SH transmitida-in=709.
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Fig. 4.21 - Energia absorvida no 
contorno.'in=709. 
4.5.4 - Onda SH com Amortecimento - 
A Freqüência como uma variável do Problema 
O amortecimento foi considerado pelas mesmas constantes 
anteriores,sendo introduzido no sistema (4.9). As razões de ampli 
tudes obtidas foram transformadas em razões de energia. A cada än 
gulo escolhido (l59_e 709) a freqüência variou de l a 40000 Hz,ge 
rando os gráficos a seguir. Estes diferem quantitativamente do 
sub-item anterior. As Figuras 4.22 a 4.26 são para in=l59 enquan- 
to que o caso de in=709 está apresentado:nasFiguras 4.27 a 4.31.
  
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Fig. 4.22 - Onda SH refletída.m=0.01 Np/m, 
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Fig. 4.23 - Onda SH transmitida.in=159. 
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Fig. 4.31 - Tensoes cisalhantes em função 
da freqüência para in=709. 
4.6 - Comentários sobre o MLE 
No presente Capítulo o MLE foi desenvolvido consideran- 
do o amortecimento das ondas. A seguir foi aplicado na solução do 
modelo de atrito de Coulomb sendo então apresentados os resulta - 
dos obtidos. 
A solução analítica para este tipo de atrito foi apre - 
sentada por Miller |42| e sua comparação com o mëtodo aqui usado 
revela uma excelente concordância para pequenas e grandes amplitu 
des da onda incidente. A solução exata para ondas com amortecimen 
to ainda nao foi construida. 
Outros modelos de atrito foram usados com o.MLE |39| rg 
velando a sua aplicabilidade. 
A influência do coeficiente de Poisson não foi aqui ana 
lisada embora o seu aumento cause uma diminuição da dissipaçao 
de energia no contorno |43l. .
CAPITULO 5 
O MÉTODO DA LINEARIZAÇÃO EQUIVALENTE - 
ONDAS SV E P COM AMORTECIMENTO 
5.1 - Introdução 
Como jã foi visto, ao incidir uma onda SV ou P em uma 
interface plana, quatro outras sao geradas, o que implica que, pa 
ra a determinação das amplitudes resultantes, quatro serão as 
condições de contorno. 
_. . , ,- Para a aplicaçao do MLE, uma quinta variavel surge, a 
saber, a amplitude do deslizamento. A par destas incõgnitas, tam- 
bêm ë conveniente tratar as mudanças de fase analítica e nao nu- 
mericamente originando,assim,um problema em que as amplitudes in- 
cõgnitas e os ângulos de fase são em número de cinco. 
Deste modo, a anãlise de ondas SV ou P ë muito complica 
da, surgindo equações de difícil manuseio mas que, computacional- 
mente falando, revelam a possibilidade de resolver problemas nao- 
lineares na ãrea deste trabalho. 
5.2 - Ondas SV ou P com Amortecimento 
Considere uma onda SV ou P harmônica atingindo uma in- 
terface, como no Capítulo 3 (veja também a Figura 3.1). Os po- 
tenciais de cada onda estão apresentados no Apêndice 2. A exem- 
plo do capitulo anterior, as deduções que serão apresentadas con- 
sideram a,b, a' e b' apenas como números reais. Jã L1 e L2 serao
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aqui considerados como números complexos, o que ê uma importante 
generalização. Esta consideração ë que permite tratar modelos de 
atrito cujas integrais do MLE são complexas. 
Quando se desejar analisar a reflexão total, a, a' e b' 
poderão vser números imaginãrios, tornando as equações abaixo 
f-' f u z vv nao representativas. A saida para este impasse consiste entao 
em resolver computacíonalmente o sistema (5.9) a seguir. 
As condições de contorno deste problema são quatro, to- 
das em z=0 e x,t quaisquer: 
w = w' (5.l) 
õzz = õzz' (s.z) 
« oxz = oXZ'› (5.3) 
øxz = T (5.4) 
As três primeiras jã foram desenvolvidas e apresentadas 
no Capítulo 3, através das expressões (3.7), (3.5) e (3.6). 
O atrito pode ser expresso como em (4.l) (os indices r 
e c referem-se ãs partes reais e imagínãrias de Ll e L2): 
r = (Llr + iL1C)d + (Lzr + íL2C)d (5.5) 
Alternativamente a (4.2), o deslizamento pode ser ex- 
presso por: 
d = D e1(wt-kx-fd) (5_6)
Desta forma, (5.4) passa a ser 




+ B2)} e = {(L1r + iL_c) 
e°ífd + 
+ iL )íw e-1fâ}D ik(¢r-X) 
Como jã foi exposto, cinco são as incõgnitas e uma 
quinta equação se faz 
deslizamento:
d 
d = f(m' sentp - ik) em' sentp X A2 - (m' sents - ikL 
Assim, com (3.7), (3.5), (3.6), (5.7) e (5.8), pode~ 
= uv _ u |z=0 
m' sents X b' e B 2 
. m se + (m sen.r - k Ilrp X
l 
- (m sen rs- ík)b em Sen'rS X 
p 1 )e Al - (m Sen in - ik) 
' m sen in x e ( a , 




o equaçoes do tipo 
= a(m senrp - ik) em Senrp X 
Mlz = (m sen.rs - ik) em 
Sen rs X 
2 M.. X. = V. , 1 = 1,z,3,4,5 (5 9) 1] J 1 
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zc e (5.7) 
necessária. Esta ë obtida da expressão do 
B1 
V 
-b )(,A0 , BO )} eík(°t'X3 (s.s)
Se
a'(m' sen tp - ík) em Sentp X 
-(m' sen ts - ík) em'
O 
oL(b2-1) (m sen rp - ík)2 em Sen rp X 
2<1b(m sen rs - ik)2 e 
V2 | -(b -1) (m sen tp - 
2b'(m' sen ts - ík)2 e
0 
_ 2 2oza(m sen rp - 1k) e 
2 _ -oL(b -1) (m sen rs - 1 
2a'(m' sen tp - ik)Z em] 
(b'2-1)(m' sen.ts - ik)2 em' Se” “S X (s.1o)
O 
. 2 2ua(m sen rp - 1k) e 
2 . -p(b -1) (m sen rs - 1
O
0 
5611 ÍÍS X 
III S€I1I`S X 
ik)2 em' sentp x 
m' sents x 
m senrp x 
k)2 em sen rs 
Sen tp X 
m sen rp x 
2 m sen rs k) e 
-{(Llr+¬1L1C) + 1w(L2r-+ iL2c)} 
(m sen rp - ík) em se 
-b(m sen rs - ík) em 
-(m' sen tp - ík) em' 
-b'(m' sen ts - ík) e
1 
nrp x 
sen rs x 
sen tp x 
m' sen ts x 
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AS incõgnitas Xj, j = l;.:.,5;sã0 definidas como: 
X = êi = Y (cos frp + isen frp) (5.1l) 1 A 1 ` in - 
B1 4 . . 
X2 = Ã- F Y2(cos frs + 1sen;frs) (5.l2) 
in 
A _ 
X3 = ÃÂ = Y3(cos ftp + 1sen ftp) (5.l3) in
B X = -Â = Y (cos fts + isen Ets) (5.l4) 4 Ain 4 
D e-ifd 
X5 = --íí-- = Y5(cos fd - isenzfd) (5.l5) 
in 
Ainrepresenta a amplitude da onda incidente, que pode 
ser P(Ain==A0) ou SV(Aín_=BO). O caso em que a onda incidente ë 
simultaneamente P e SV não serã tratado aqui. 
, frp, frs, ftp e fts representam as eventuais mudanças 
de fase ocorridas no contorno, onde 0 índice f refere-se ã fase, 
` ` 
p a onda P, s a onda S, r ou t se a onda ê a refletida ou a trans 
mitida. 
O vetor coluna deste sistema (Vi, i=1, ...,5) pode ser 
melhor apresentado na forma de uma expressão multiplicada por um 
par ordenado (x,y), onde o primeiro elemento deste par ë usado 
~ 4 nas multiplícaçoes quando a onda incidente for P, e o segundo e 
usado no caso de onda SV. Além disso, os sobre-índices P, SV que 
surgirao adiante referem-se também ao tipo de onda incidente (P 
ou SV). O vetor Vi ë:
`
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111 sen in X 
V1 = (m sen in - ík) e ~ (a , -1) 
V2 = oz(m sen in - ik)2 em 
Sen in X (-b2+l 
, Zb) 
V3 = ‹×(m sen in -. í1<)2 
sm'5e“ in X (za , bz-1) (s.1ó) 
V4 = u(m sen in - i1<)2 em 
Sen in X (za, bz-1) 
V5 = -(m sen in - ík) em 
Senin X (1 , b) 
Das três primeiras equações deste sistema ë possível es 
crever X2, X3, X4 em função de Xl,do que resulta: 
onde 
= 1>,sv X2 czlxl + czz (5.17) 
_ P,SV X3 cšlxl + csz (5.1s) 
_ P,5V X4 ' C4.1X1 " C42 W193 
C = 
em Senrp X m sen rp - ik 
{ ,[ b2 41 OL m'sentsx~ , . a °¿( '13' e' m sen ts - 1k 
(m sen rs - ík) + 2(m' sentp - ík)); 
s[2ab(m sen rs - ík) - (bz-1) (m sen tp - ík)] 
+. aí-z(m sen rp - ík) - (bz-1)(m sen rs - â.1<)]. 
[z<×z-z'b(m sen rs - ík) + (b'2-1)(m' sen tp - í1<)]} 
+ {[-‹r(b2-1)-(m sen rs - ík) + (b"2-1)(m' sen rs -ík) 
[2‹ra'b(m sen rs - ík) + (b'2-1)(m' sen rp›- ík)] 
+z zs'[z(_m* sen rp - 11<) + ‹×(b2-1)(m senrs - í1<)]. 








emseninx m sen in-- ík G Í _ . _ . . ents X {a[2(m sen 1n 1k) m s ‹ . e m' sents- 1k 
(bz-1) (m sen rs - ik)][2o:a'b(m senrs - ik)_. 
(b'2-1) (m' sen tp - ík)] + oúa'[oL(b2-1). 
(m sen rs - ik) + 2(m' sen tp - ik)]. 
L-(bz-1) (m sen in - ík) - 2ab(m senrs - ík)]} 
{[-oz(b2-1) (m sen rs - ík) + (b'2-1) . 
(m' sen ts - ik)][2oLa'b(m senrs - ik) + (b'2-1). 
(m' sen tp - ik)] + 2a'[oz(b2-l)(m sen rs - ík) 
2(m' sen tp - ik)] [oLb(m sen rs - ik) ~ 
b'(m' sen ts - 11<)]} 
_ 
(5.21) 
msen in X m Sen in _ ik {4oLa'b[oú(b2-1).e ou . . m sentsx . e m' sen ts - 11< 
(m sen rs - ik) + 2(m' sentp - ik)][m sen in- i 
{[-‹×(b2-1)(m sen rs - ik) + (b'2-1)(m× sen às--11‹)] 
[2oúa'b(m sen rs - ik) `+ (b'2-1) (m' sen tp - ik)] 
2a'[‹1._(b2-1) (In sen rs - ik) + 2(_mf sen tp - ík)]. 
[abgn sen rs - ik) + b'(m' sents - i1<))} (s.zz) 
{a(m sen rp - ik) em Sen rp X [2ab(m sen rs - ik) 
(bz-1) (_m sen rp - ík)] - 2(m' sents - ik) em' sents X- 
[oúb(m sen rs - ik) + b' (m' sents - ik)] C41} 
{-(m' sen tp - ik) em' Sen tp X [2oza'b(m sen rs - ík) 










P ._ C22 " 
sv _ C22 ' 
Da condição de contorno oXZ=T (quarta equação do siste- 
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{oL(m sen in - ik) 'em Sen ln X [-(m sen in - ik). 
(bz-1) - 2ab(m sen rs - ik)] 
m' sen ts x z(m'-sen rs - ik) e [‹›zb(m sen rs - ik) 
b'(m' sen ts - ik)] CP} ` 42 
m' sen tp x {-(m' sen tp - ik) e [2oúa'b(m senrs - ik) 
(b'2-1)(m' sen cp - í1<)]} (5_24) 
m sen in x {4oLb(m sen in - ik) e (m sen in - ik) 
2(m' sen ts - ik) em Sen ts X [oLb(m sen rs - ik) 
b'(_m' sen ts - ik)} CÍÊ2/} 
m' sentp X , {-(m' sen tp - ik) e [Zona b.
_ 
(m sen rs - ik) + (b'2-1) (m' sentpe- ik)1} 
{(,m' sen ts 
a' (m_' sen tp 
a (_m sen rp 
{ (m sen rs 
{(m sen in - 
em' sen ts x 
(5.2S) 
. m' sen ts x lk) e C4l 
_ . m' sen tp x ik) e Csl 
ik) em sen rp x} 
ik) em sen rs x} (5_26) 
ik) em Sen 1” X a + (m' sen ts - ik). 
CÊ2 - a'(m' sentp - ik)-em' Sen tp X 
C§2} +z._{(m sen rs - ik) em senrs X} (5.27) 
m sen in x ` {-(m sen in - ik) e + (m' sents - ik). 
em' sen ts x CSV 
42 - a'(m' sentp - ik). (5-23) 
em' sen tp x Cšg} _ { 
- . msenrs x} T (m senrs - ik) e
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ma) e com o uso de (5.17) ë possível obter uma equação onde as in 
cõgnitas Xl e X5 são substituídas por suas expressões complexas 
(5.1l) e (5.15). Com isso compara-se as partes reais e imagínã - 










Y1 cos frp = (5.29) 
Y sen.frp = šš£&%%;_lí%Êi (5.30) 1 N+N 
3 1+ 
onde: 
NI = m2u[em senin x(¿a,b2_1) Senzin + em senrs X. 
(bz-1) Cgãsv senz rs] - L1kZ[em Sen in X (2a,bZ-1) 
+ em Sen rs X (bz-1) cgêsv] - p[(_Lh,-«›L2c) cos fd 
+ (pL1C+‹»L2r) Sen f<1]Y5 (531). 
NZ =-zukmíem Sen in *sen in (za,b2-1) + em'Sefl1"S ×_ ' 
_ 
(bz-1) sen.rs CÊÉSV] + [(L1c+wL2r) cos fd. 
- (,L1r-LULZC) sen fâ]Y5 (5.sz) 
N3 = @m2Iem sen rp x;ZaSen2 Tp _ em sen rs x_ 
2 2 
Cb -1) sen rs 1:21] - ukz [zaem Sen TP X (s.33) 
2 m sen.rs x - (b 1)e cu] 
N4 = 2umk[-Zasen rp em Sen rp X + (bzêl) C21 sen rs.
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Da filtima equação do sistema ë possível realizar a mes 
ma operação acima descrita do que resulta: 
onde 
NSN, + NGNB 
Y1 cos frp = --¡--¡-- (5.35) N + N 
7 8 
N N - N N 
Y1 sen frp = -É-%--ííí-É (5.36) 
N7 NB+ 
m sen rs x P SV m sen in x ~ 
,b)} N5 = m[e Qosrs Czš - e senin (1 
+ m.[em' sentp X sentp CÊÊSV + em' sents x_ 
cos ts Cíêsv] - Y5 cos fd (5.37) 
N6‹= k[em sen.in x (1 b) _ em sen rs x¡D CÊâSV 
m' sen tp x P,SV m' sen ts x , P,SV (5.38) e csz - e b c42 ] 
+ Y5 sen.fd 
N7 = m[em Seul? X sentp - em senis X C21 cosrs] 
m. sentp x m' sents x - m'[e 
1 
sentp CS1 + e ¢05t5 C41] 
(5.39) 
N8 = k[_em~sen.rp 
x + em sen rs x b Czl + 
em' sen tp x_ 
m' sen ts x r csl + e b c4fl (5.4o) 
Pode-se agora obter Y1 e frp em funçao de Y5 e fd, ele-
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Vando-se ao quadrado as expressões (5.35) e (5.36) e dividindo-se 
(5.36) por (5.35) do que resulta 
Ni + Ni Y = e (s.41) 1 





\'~1 + ZZ mm ZZ °°a› \.J f¬ U1 frp = tg- 42) 
Igualando-se (5.29) com (5.35) e (5.30) com (5.36) ob- 
têm-se as equaçoes: 
onde 
N = lc Zr 3 
' lr 2c .4 + 8 10 2 2 2 2 
N3 N4 N7 + N8 
N Y cos fd + N Y sen fd = N + N e (5.43) 9.5 10 5 ll 12 
- NIOYS cos fd + N9Y5 sen fd = N13 + N14 (5.44) 
(L1r`“L2¢)N3 * (L1¢+“Lzf)N44 N7 N = fi=.- - (5.45) 9 
Nš + Ni Nš + Ná 




N11 = {-N em 
5e“í“ X (za,b2-1)[N3(m2 senzin - kz) 
_ N4 2k m sen in] -11em Sen'rS X (bz-1) Cããsv. 
2 2 2 
(5.47) 
[N3(m Sen rs - k ) - N4 Zk In sen r5]} 
, 2 2
' 
= {N3 + N4}
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N12 = {(1,b) em 
senífi X (;N7 m senin + Ngk) 
+ b em sen rs x Cl;âSV (N7 m sen rs _ Ngk) 
+ em' Sen tp X Cãêsv (N./. m' sen tp - Nsk) (5.48) 
_ 2 2 T {N7 + N8} 
N13 = {-em 
sen ln X (1,b) (N7k + N8'm sen in) 
+ (Nk+N msenrs) m senrs x P,SV ' e bczz 7 8 _ 
+ (Nk+N m' sents)} m' sents X , P,SV e 
z 
b C4z 7 s 
_ 2 2 T {N7 + N8} 
_ 2 q 
N14 = {-11 em 
Sen ln X (2a,b -1) [2k m sen ln N3 (5_50) 
+ (mz senzín - k2)N4] + u‹em Senrs X (bz-1). 
CÊêSV[-Zk m sen rs N3 - (mz senz rs - k2)N4]} 
_~ 2 Z 
De (5.43)e (5.44)ë possível Qbter as expzressoes para a am 
plitude e fase do deslizamento, que resultam: 
z N ¬+N )2 + (N +N )2 = 11 _l_2 
2 
213 1l+ 
N.. +- N 
9 10 
'1 N9LN13+N1L›) + N1o(~N1`1+N1z) 
5 52 fd: tg (_N¶CN11*N1z) _ N1o(N1s+N1u)) (. )
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A equação (5.5l) ë a que governa o deslizamento e não 
ë uma equação do 2° grau pois depende diretamente de L1 e L2 que 
podem ser complicadas expressões, de acordo com o modelo de atri- 
t0 considerado.Para.casos especiais ë possível uma soluçao analíti 
ca desta equação |39| embora, muitas vezes, a solução numérica 
seja a mais indicada. 
As outras incõgnitas do sistema de equações são resol- 
vidas ao serem substituídas as expressões complexas para as_incõg 
nitas nas equações (5.l7), (5.18) e (5.l9). Apõs alguns algebris-
^ mos obtem-se: 
2 _ ' P,SV 2 2 YZ - {C21Y1 cosfrp + C22 ] + [C2lYl senfrp] (5.53) 
_1 C Y sen frp frs = cg (_ 2* 1 P SV) (s.54) 
CZIYI cos frp + C2; - 
2 _ P,SV 2 2 Y3 - [C31Y1 cos frp + C32 ] + [C31Yl sen frp) (5.55) 
_ C Y sen.fr 
ftp = tg l( 31 1 ' PP SV) (5.56) 
.C31Y1 cos frp + Cá; 
2 1>,s 2 2 Y4 = {c4lYl cos frp + c42 V] + [c41Y1 sen frp] (s.s7) 
_ C Y frp 
fts = tg 1( “1 1 
seu 
P SV) (5.5s) 
Ck1Y1 cos frp + CH; 
Pode-se mostrar que todas as equações acima apresenta-
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das coincidem com as de Hoi Tran |58| quando o amortecimento é 
nulo. Além disso quando é nulo o amortecimento e Y5=fd=0 pode-se 
também mostrar que as incõgnitas Xi. í=1,-~-,4 C0ínCíd6m C0m a`SQ 
lução analítica exata do problema de uma onda P ou SV incidindo 
num contorno cujos sõlidos estão em contato perfeito. Tal solução 
pode ser encontrada em |21{. 
5.3 - Resultados Gráficos para Atrito de Coulomb 
Dada a dificuldade de manuseio das expressoes anterio- 
res, foram desenvolvidos procedimentos numéricos que facilitam a 
anãlise da influência de vãrios fatores, tais como: o tipo de on- 
A __ ‹` A da incidente, angulo de incidencia, amortecimento e freqüencia. 
A maneira como os resultados serão apresentados difere 
da de outros autores |43|, |S8| pois apresenta-os separadamente, 
em função do ângulo de incidência e da freqüência. 
Nos resultados obtidos considera-se a reflexao total pa 
ra amortecimento nulo. Isto sô é possível graças ã soluçao numéri 
ca do sistema (S.9), quando então é simples considerar a, a' e/ou 
b' como numeros complexos..Esta é a primeira vez em que a refle - 
xão total é tratada pelo MLB representando uma importante genera- 
lizaçao. Quando esta nao ocorre, a soluçao (5.4l), (5.42) e(5.5l) 
a (5.58) pode ser diretamente usada. 
A solução analítica do problema de atrito de Coulomb pa 
ra onda P ou SV incidente ainda não foi obtida. Os resultados ori 
ginados da comparaçao entre o MLB e a soluçao exata, para onda SH 
e atrito de Coulomb |42|, reforçam a possibilidade deste método 
oferecer bons resultados para ondas P e/ou SV.
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Os grâficos a seguir podem ser divididos em dois gran- 
des grupos relacionados ao tipo de onda incidente SV ou P. A ca- 
da um destes conjuntos as variãveis do problema podem ser expres- 
sas ou em função do ângulo de incidência ou em função da freqüên- 
cia, isto tudo com ou sem amortecimento e com ou sem reflexão to- 
tal. As constantes que nao se alteram na discussao a seguir sao 
v=v' = 0.3, cz = 3000 m/s e u/u' = 1.0. Os resultados são vãlidos 
no ponto (0,0) e os valores dos PAC's, associados âs vãrias cur- 
vas, são 10, 50, l00, 500 e 1000. 
5.3.1 -Onda SV sem Amortecimento e com Reflexão Total 
Os gráficos a seguir referem-se a uma onda SV incidente 
cujos sõlidos em contato apresentam uma razão de velocidades 
cz/c2' - 0.9, o que garante a reflexao total das ondas P e SV. O 
amortecimento ê nulo. O sistema de equações ê dependente da fre- 
qüência, contrariamente ao modelo de Atrito Viscoso Linear função 
do deslizamento. Nos grãficos a seguir‹»= 3 KHZ. 
As Figuras 5.1 a 5.4 apresentam o comportamento das vã- 
rias ondas. Estas deixam de existir a partir de certos ângulos de 
incidência, relacionados aos ângulos críticos. Como no Capítulo 3, 
observa-se que, para um certo ângulo de incidência toda a energia 
incidente se transmite ao meio II ¿ndependen£emen£e do grau de a- 
derência dos pares. Este ângulo ê diferente de 09 pois,para ainci 
dência normal,o deslizamento êxnãximo, dificultando a transmissão. 
As energias normalizada e absorvida e o deslizamento,Fi 
guras 5.5, 5.6 e 5.7, apresentam peculiaridades nos pontos onde 
ocorrem as reflexões totais e a transmissão mâxima.Ressalta-se os 
picos importantes de deslizamento. As tensoes no contorno e o des
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locamento normal são mostrados nas Figuras 5,8, 5.9 e 5.10. Obser 
va-se que existe um ponto de tensão cisalhante zero associado di 
retamente ao deslizamento também nulo. Neste ponto as tensões e 
deslocamentos normais são mãximos e ê aí que ocorre a transmis- 
sibilidade independente do PAC. 
Existe uma semelhança qualitativa,jã esperada, entre as 
curvas dos dois modelos de atrito estudados.Isto deve acontecerpe 
lo menos no caso limite em que os sõlidos estão em perfeito conta 
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Fig. 5.10 - Deslocamento normal para 
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5.3.2 - Onda SV com Amortecímento e sem Reflexão Total 
A seguir o amortecimento ê considerado (m = 0.01 Np/m e 
m' = 0.1 Np/m) o que implica que deva ocorrer apenas potenciais 
de onda periõdicas para que a formulaçao aqui desenvolvida conti- 
nue válida. Para tanto a razão de velocidade escolhida foi de 
c /c ' = 1.1 e o ângulo de incidência da onda não deve exceder os 
2 2 
309. A freqüência adotada vale w = 3 KHZ.
1 a 5 
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5.3.3 - Onda SV com e sem Amortecimento - 
A Freqüência como uma Variável do Problema 
A ,. A influência da freqüencia sera avaliada pelos gráficos 
a seguir (cz/cz' = 1.1). 
.- A A primeira seqüência de figuras e vãlida para um angulo 
de incidência de 109 e sem amortecimento. As Figuras 5.17 a 5.20 
mostram as razoes de energias, onde se percebe uma diminuiçao do 
poder de penetração das ondas. As tensoes cisalhantes, Figura 
5.21, decaem com a freqüência permitindo um aumento do deslizamen 
to, Figura 5.22, paralelamente a uma diminuição da absorção de 
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A consideração do amortecimento (m=0.0l Np/m e m'=O.l 
._ A 
Np/m) altera a descriçao quantitativa do fenomeno, conforme as Fi 
' 
` A 
guras 5.24 a 5.29 apresentam. O ângulo de incidencia continua sen 
do de 10°. E observado um aumento da energia transmitida P. 
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5.3.4 - Onda P sem Amortecimento e com Reflexao Total 
O caso agora tratado ê quando a onda incidente ë do ti- 
" "' 1 _ po P. A reflexão e considerada fazendo cl/cl - 0.9. Diferentemen 
te da onda SV, aqui a única onda não periõdica a partir de cer- 
to ângulo de incidência serã a P transmitida. A freqüência esco 
lhiâa ë de 3 1<Hz. 
g
. 
As razões de energias, Figuras 5.30 a 5.33, apresentam 
descontinuidades em torno do ângulo crítico (®c=64.169). Ocorre 
aí um aumento da energia refletida P e uma diminuiçao de energia 
das ondas S. A partir de GC nenhuma onda P ë transmitida. Em' GC 
o deslizamento ê nulo, Figura 5.34, enquanto ocorre um pico na 
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5.3.5 - Onda P com Amortecimento e sem Reflexao Total 
A consideração do amortecimento atravês dos mesmos coe- 
ficientes anteriores implica que a reflexäo total deve ser evita- 
da e, para tanto, cl/c1'=l.l. Alëm disso, w = 3 KHz. 
As tensoes cisalhantes e deslocamentos normais estao a 
presentadas nas Figuras 5.36 e 5.37. O comportamento das vãrias 
ondas, Figuras 5.38 a 5.41, ê interessante em alguns aspectos.Por 
exemplo, o Parâmetro ide Atrito de Coulomb pouco influencia 
a transmissão da onda P. O deslizamento, Figura 5.42, apresenta-
A se nulo para incidencia normal e rasante. As energias normalizada 
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Fig. 5.42 - Deslizamento na interface de contato 
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5.3.6 - Onda P com e sem Amortecímento - 
A z A Freqüencia como uma Variavel do Problema 
A freqüência da onda incidente influi no fenômeno inde- 
pendentemente da consideração ou não do amortecimento. Isto, como 
jã foi visto, ë uma caracteristica do mëtodo de línearizaçao a- 
qui empregado. 
Inicialmente os sõlidos são considerados sem amorteci -
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mento e a onda P incidindo a 30? (cl/c1'=l.l). A seqüência de Fi- 
guras (5.45 a 5.51) a seguir mostra que, na região de baixas fre- 
qüências, ocorrem os maiores gradientes. Esta constatação tem si- 
do observada durante todo o trabalho. Em algumas variaveis, a in- 
A ø _. 4 ›- fluencia do PAC e tao pequena que as varias curvas se sobrepoem. 
Onde este parâmetro influencia ê fãcil verificar a coerência do 
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Fig. 5.51 - Energia absorvida por fricçao, 
em funçao da freqüência. in=309. 
._ -. Para completar a exposiçao de resultados, as ondas foi 
atribuido o amortecimento (mesmos valores anteriores), constatan- 
do-se a influência deste no fenõmeno,que ë.aseguirmostrado,aUfia 
em função da freqüência. O ângulo de incidência da onda P ê de 
309 e c /c '=1.l. 
1 1 
As Figuras 5.52 a 5.60 mostram as várias curvas repre - 
sentando as razões de energias, tensões e deslocamentos. Estas fi 
guras servem para comparação com as anteriores.
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CAPITULO ó 
COMENTÁRIOS FINAIS 
6.l - Contribuiçoes e Conclusoes 
Muitos autores têm contribuído para uma maior compreen- 
são das ondas elásticas em geral e, em particular, de sua intera- 
çao com interfaces. 
Mesmo assim, até o presente, o amortecimento inerente 
aos sõlidos foi pouco considerado, talvez pela dificuldade que 
este introduz na formulaçao matemãtica. 
Este trabalho, no entanto, resolve o problema da intera 
çao entre ondas elãsticas com amontecimento e interfaces planas 
com atrito. 
Assim, o problema de uma interface sujeita a atrito vis 
coso linear atingida por uma onda SH, SV ou P, com e/ou sem amor- 
tecimento foi resolvido aqui pela primeira vez (Murty resolveu, 
neste caso, o problema de uma onda P sem amortecimento |44|). Co- 
mo jã comentado, foi S6 atravës da consideração do- amortecimento 
A A ^ que a influencia da frequencia pode ser analisada.
^ Alêm disso, a solução para ondas do tipo S revelou an- 
gulos de incidência para os quais ocorre uma täanómióóão IoIa£.Es 
te significativo resultado atë então não tinha sido observado. 
Para analisar modelos mais reais de atrito foi usado 
um método de linearização, o MLE |40|, |58I, que.atë o momento, 
não considerava o amortecimento.
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Como vinha sendo usado o método, fazia-se necessário a 
~« ~ ._ soluçao de uma equaçao para o deslizamento, muitas vezes nao-li- 
near. Neste trabalho as vãrias incõgnitas do problema, inclusive 
o deslizamento, foram explicitamente apresentadas para o caso de 
onda SH. Também foi mostrado, contrariamente a outros autores, o 
comportamento das variãveis em função da freqüência e do ãngulo 
-. .~ de incidência, sendo entao possivel perceber claramente a influen 
cia destes parâmetros. 
O uso do MLE para onda P ou SV com amortecimento foi 
aqui apresentado pela primeira vez. Alêm disso a reflexão total 
foi também analisada, com os resultados sendo explicitamente a- 
presentados em função da freqüência e do ângulo. Em estudos ante- 
riores a reflexao total nao tinha sido tratada pois adicionava di 
fículdades ã formulação matemãtica. 
Fora estas contribuições outras conclusões foram obti - 
das, como a seguir serão sumarizadas. 
6.l.l - Modelo de Atrito Linear Viscoso 
Quando o atrito ê do tipo viscoso, os resultados apre - 
sentados permitem as seguintes conclusoes. 
Para o caso de onda SH incidente, observou-se .que a 
~ , ~ transmissao maxima nao ocorre quando a incidência ë normal. Is- 
to porque, no caso de in=09, o deslizamento ê mãximo, ,impedindo 
uma melhor condução de energia ao meio II. Este resultado ê signi 
ficativo para ondas SH. Associada ã transmissão mãxima, estã a re 
~ ‹‹ ~ A ' - flexao minima. O angulo de maxima transmissao aumenta na medida 
em que a aderência das superfícies diminui porque, como visto, is
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to faz aumentar O deslizamento. A transmissão ê menor para peque- 
nos W, extinguindo-se para Y=0. 
~ A Quando existe a possibilidade da reflexao total, o angu 
lo critico (GC) determina um ponto de deslizamento e energia ab- 
sorvida nula. Aí toda a onda ê refletida, não ocorrendo mais a 
transmissão. 
A consideração do amortecimento permitiu a anãlise da 
influência da freqüência no fenômeno. O seu aumento faz aumentar 
._ A .- a transmissao e diminuir o deslizamento. Sua influencia e grande 
_. A na regiao de baixas freqüências. ' 
Para 0 caso de onda incidente do tipo SV, sem amorteci- 
mento, torna-se mais pronunciado o decaimento com z dos poten- 
ciais de onda P. Assim, estas deixam de existir periodicamente a 
partir de certos ângulos. Em particular, existe um ãngulo no 
qual toda a onda SV incidente ê transmitida. Esta transmissao o- 
corre de modo independente do grau de aderência das superfícies. 
Neste ponto, o deslizamento, as tensoes cisalhantes e a energia 
absorvida valem zero. Observa-se que, mesmo para W=0,existe trans 
missão de ondas. 
Com o amortecimento, a freqüência passa a influir aumen 
tando a transmissão das ondas P e SV, em especial desta última. O
A deslizamento diminui com a freqüencia quando Wf0,pouco aumentan- 
do para W=O. 
Sendo a onda incidente do tipo P, a transmissão ê mãxi- 
ma para a incidência normal. Para ocorrer uma boa transmissao a 
freqüência não pode ser baixa. Por exemplo, para os pares usados 
. f' - ¬ . ^ e w-1 KHz, muito pouca energia e transmitida. Ainda nesta freqüen 
cia a absorção de energia aumenta com o aumento do ângulo de in-
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À cidencia, isto até certo ângulo, a partir do qual decai. Para in- 
cidências normal e rasante o deslizamento ê nulo. O deslocamento 
normal varia com o grau de aderência entre os sõlidos. 
A influência da freqüência faz com que seu aumento dimi 
nua o deslizamento. Ocorrem também picos de absorção de energia 
na regiao de baixas freqüências. 
6.1.2 - Modelo de Atrito de Coulomb 
A solução do problema de ondas incidindo em interfaces 
sujeitas a atrito de Coulomb foi obtida pelo MLE. Foi definido o 
PAC - Parâmetro de Atrito de Coulomb - para representar o grau 
de aderência das superfícies. Altos PAC's representam baixa ade- 
rência. A freqüência ê variãvel do problema, independentemente do 
amortecimento. 
Para o caso de onda incidente SH e w = 10 KHz ocorreuma 
pequena transmissão, embora baixos PAC's tendem a melhora-la. A 
transmissão aumenta com o ângulo de incidência pois, como foi 
comentado, o deslizamento diminui. A energia absorvida comporta- 
se de modo inverso ao deslizamento. Quanto maior for este, menor 
a absorçao pois menos aderente ê a interface. Este comportamento 
apresenta-se caracterizando o atrito de Coulomb. 
Considerar o amortecimento altera muito o comportamento 
quantitativo do fenômeno. O coeficiente de transmissao aumenta 
._ .` comzül em detrimento da diminuiçao do deslizamento. A influencia 
do PAC ê melhor sentida. A energia absorvida tende a um crescimen
^ to com o aumento do ângulo de incidencia. O deslizamento ê mãximo 
para incidência normal.
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Quanto ã influência da freqüência, o seu aumento faz 
d¿m¿nu¿n a penetração pois o deslizamento aumenta. Em acordo com 
o tipo de atrito, a energia absorvida diminui com a freqüência. A 
reflexão aumenta. 
Quando a onda incidente ë do tipo SV a freqüência esco- 
lhida foi a de 3 KHz. A ocorrência da reflexão total da onda SV 
determina um ãngulo critico para o qual a reflexão da onda SV ë 
máxima. Ocorre também um ponto de transmissão mãxima onde o desli 
zamento e a energia absorvida são nulos. Sobre o deslizamento, es
^ te apresenta picos nos angulos correspondentes ao decaimento com 
z das ondas P. ' 
A freqüência não influi fortemente no fenômeno embora a 
~. transmissao da onda SV diminua um pouco, enquanto a amplitude das 
outras ondas aumentam. O deslizamento também aumenta com a fre-
^ qüencia. 
_ 
Para onda incidente do tipo P, no caso da reflexão to- 
tal desta, ocorre um pico na onda P refletida, quando in=9c. A 
partir deste ângulo as ondas SV aumentam (tanto a refletida quan- 
to a transmitida). Também para in>9C 0 deslizamento aumenta, em- 
bora seja nulo na incidência normal e rasante. O deslocamento nor 
mal varia pouco com o PAC. 
O aumento da freqüência força um aumento no deslizamen-
A to embora aquela influa pouco nos demais parametros. Isto para 
in=lO9. Para in=309 ê possível perceber uma influência mais deci- 
siva da freqüencia. Em qualquer caso o PAC afeta muito pouco o 
comportamento das ondas refletida e transmitida.
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6.2 - Sugestões 
O tema abordado por este trabalho possui um grande po- 
tencial de aplicação, embora muitos aspectos ainda continuem obs- 
curos. 
Como sugestão para futuros trabalhos poderia ser anali- 
A ._ 4 z sado o fenomeno da reflexao total com amortecimento. Tambem e sa- 
bido |37I a influência da freqüência no coeficiente de amorteci - 
mento. Isto pode dar margem a definição de uma função m(w) a ser 
pesquisada. ` 
Considerar a separaçao dos sõlidos leva, freqüentemen- 
te, ã solução de equações integrais, o que justificaria trabalhos 
em nivel mais avançado. 
_ ~ Quanto a metodos de linearizaçao existem muitos, |28Í, 
|47I que poderiam ser aplicados ao problema aqui estudado. Por 
.- ^ exemplo o Método da Media |28|, |29}, |52|, o.do Balanço Harmoni- 
co |47|, |49I e o de Kryloff-Bogoliuboff |30|. 
Resultados experimentais são fundamentais* para a con - 
firmação dos teõricos, embora isto exija sofisticados equipamen- 
tos. Até o momento, as pesquisas experimentais sobre a interaçao
A de ondas com interfaces sujeitas a deslizamento relativo tem sido 
em número muito pequeno |27|, |32|. Assim, faltam resultados ex- 
perimentais para a confirmação ou não de que o uso de certos meto 
dos matemãticos, como o MLE, levem a uma precisa descrição quanti 
*SHUKLA, A. e ROSSMANITH, HJP. - "Dynamic Photoelastic Investiga- 
tion of Wave Propagation and Energy Transfer Across Contacts". 
Journal of Strain Analysis, Vol. Zl, n? 4, pp. 213-218, l986.
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tativa do fenômeno tratado neste trabalho. 
O método de linearização aqui empregado também pode ser 
usado de modo inverso. Em vez das amplítudes das vãrias ondas se- 
rem calculadas considerando-se um dado modelo de atrito pode-se 
med¿a estas amplitudes e, a partir disto, obter as integrais do 
MLE. Com estas integrais pode-se então formular a £e¿ de aIa¿to 
entre os pares em contato. ' 
Por fim, a pesquisa de uma solução analítica para mode- 
los de-atrito não-lineares, sem o uso de métodos aproximados, re- 
presenta um desafio.
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P A R T E 
APÊNDICES
APÊNDICE 1 
O PRINCÍPIO DO TEMO MINIMO 
Os conceitos e fenômenos de reflexão, transmissão, di- 
fraçao e outros estudados em Õtica, também podem ser diretamente 
empregados às ondas elásticas, com certas particularidades. 
Um dos princípios básicos de fenômenos ondulatõrios ë 
o chamado "Princípio do Tempo Mínimo" que foi formulado por Fer- 
mat em 1650. 
Para a apresentaçao matemática deste principio, sejam 












Fig, Al.1 - Trajetõrias de vários feixes de onda. 
Supondo que a partir de A deseja-se, com um feixe de on
168 
ida, atingir B, pode-se pensar que várias são as possibilidades ,
I 
Ípor exemploE ACB-ADB-AEB-AFB. Medindo-se o tempo de cada trajetõ-
, 
iria, e construindo o grafico da Figura Al.2, este indica um pon 
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I 
Fig. Al.2 - Um ponto mínimo.
i 
Fermat demonstrou analiticamente |26| - e para tanto de 
fsenvolveu os princípios do chamado Cálculo Variacional - que M ê 
um ponto de mínimo e que uma onda sempre se comporta de modo a 
atingir um ponto no menor tempo possível. Esta idéia ê contraria 
a de Hero de Alexandria que afirmava propagar-se o feixe de onda 
I
.
^ :de modo a percorrer as menores diótancáaó possíveis (ADB). 
f 
Baseado neste princípio pode-se deduzir a lei que rela- 
ciona os ãngulos de incidência - in - e transmissão - t - chamada 
Êa "Lei de Snel1“. . 
V 
De acordo com a Figura A1.1 |60i tem-se que o tempo pa- 
ra um raio percorrer a distância AB vale: 
I 










Pelo princípio de Fermat, vem (dt/dx = O): 
sen.in = sen t T T “W
APÊNDICE 2 
TEORIA DOS POTENCIAIS APLICADA AS ONDAS ELÃSTICAS 
O objetivo deste Apêndice ë demonstrar como os vãrios 
potenciais de ondas usados nos capítulos anteriores são obtidos. 
Para tanto a Teoria dos Potenciais ê usada. Esta,parte do Teorema 
da Decomposição, de Helmholtz, que-afirma ser possivel exprimir 
qualquer vetor atraves da soma de um gradiente de dilatação e de 
um rotacional de distorçao. A Figura A2.l apresenta estes po- 
tenciais,que são originados na interface de separação de dois sô-
A lidos quando da incidencia de um potencial que representa uma on- 
da SV ou P. 
Do Teorema da Decomposição vem: 
+ *Y -> 
q = (u,v,w) = V¢ + V x X (A2.l) 
de onde: 
u = ¢,X - X,Z (A2.2) 
w = ¢,Z + X,X (A2.3) 
Neste caso v=O pois, para ondas SV e P, nenhum poten- 
cial atua na direção y. 
-> ¬ _ Se o vetor q representa uma onda, ¢ e X devem ser tais 













Fig. A2.1 - Potenciais representando Ondas Elásticas. 
¢,tt = c2v2¢ (A 
_ 2 2 X,tt - c V.X (A 
Considerando soluçoes do tipo 
¢ = f(z) eik(X`Êt) (A 
X = g(Z) eik(x-ct) (A 






f,ZZ + kzazf = o (Az.s) 
2 2 
g,ZZ + k b g = 0 (Az.9) 
De (A2.6) e (A2.7) conclui-se que c ë a velocidade de 
propagação da pertubação na direção x* e k o número de onda, tam- 
lbêm na direçao x,_de tal modo que 
-¶=__°_i__=__Ê.2.__ C _ k sen rp sen rs (A2'1O) 
Além disso ea 
a = /fã-32 - 1 , ¢ > el (A2.11)
1 
' 
b = /z%_)2 _ 1 , Ç > C2 (Az.12)
2 
sendo cl e cz as velocidades das ondas P e SV, respectivamente. 
A partir do sistema de coordenadas usado (Figura A2.1) 
_. z 
e das expressoes (A2.6) e (A2.7) conclui-se que, ate aqui, a inci 
dência normal-não foi considerada» 
Substituindo as soluçoes das equaçoes (A2.8) e (A2.9) 
em (AZ.6) e (A2.7) obtêm-se, finalmente, os potenciais de dilata- 
ção (onda P) e distorção (onda SV): 
¢ = AO 
eik(-az+x-ct) + Al eik(az+x-ct) (A2'13) 
__..._*.._¿. (*)~É possivel mostrar que c deve ser a mesma em ¢ e X para que 
as condições de contorno sejam satisfeitas[20|. _
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X = B0 
eik(-bz+x-ct) + Bl eik(bz+x-ct) (A2.l4)
5 
-- 4 Se cl>c e/ou c2>c entao (AZ.ll) e (A2.l2) tornam~se nu- 
meros imaginãrios e os potenciais ¢ e X passam a ser: 
¢ = AO e 
kaz eik(x-ct) + Al e~kaz eik(x-ct) (A2.l5) 
X = B0 ekbz eik(x-ct) + Bl e-kbz eik(x-ct) (AZ.16) 
Para que ¢ e X não se tornem infinitos impõem-se A0= 
§B0=0 verificando-se que estes potenciais decaem exponencialmen- 
te com z. Esta ê a representaçao matemática da reflexao total.
\ 
Í 
Para considerar o amortecimento espacial das ondas os 
potenciais podem ser escritos como: (veja Figura A2.l) 
~ ¢ = A9 ei(Rrpñin_wt) + Al ei(Rrpñrp_wt) (A2-17) 
_-4› _--› 
X = BO e1(krSnin-mt) + Bl e1(krSnrS-mt) (A2_18) 
.. _ ø Considerando krp e krs como numeros complexos do tipo: 
12 = 1< + im (Az.19) rp rp 
1`< = 1< + im (A2.2o) I`S TS
\ 
e substituindo-os em (AZ.l7) e (A2.l8) obtêm-se os potenciais de 




-m senin (-az+x) eik(-az+x-ct) + ¢ = A0 e 
. 
' (A2.21) 
sen rp ( az+x) ik(az+x-ct) -m A1 B e \ 
X = B0 e-m 
sen in (-bz+x) eik(-bz+x-ct) + 
(A2.22) 
B e-m sen rs (bz+x) eik(bz+x-ct)
l 
onde m ê o coeficiente de amortecimento do sõlido inferior. 
O procedimento apresentado até aqui pode ser facilmente 
aplicado aos potenciais ¢' e X' do sõlido superior resultando em: 
¢. = A2 
e-m' sen.tp (-a'z+x) eík('a'z+x-ct) (A2_23) 
X, = B2 
e-m' sen ts (-b'z+x) eik(-b'z+x-ct) (A2.24) 
onde m' 5 o coeficiente de amortecimento do sõlido superior e 
a' = /(áífjz - 1 , Ç > cl' (Az.25)
1 
b' = /{¿5T)2 - 1 , -c > C2' (Az.zô) 
2 . 
Quando ocorre incidência normal das ondas, os poten- 
ciais são obtidos observando-se que: 
a :.= cotg rp 
b = Cotg :rs
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a' = cotg tp (A2.29) 
b' = cotg ts (A2.30) 
k = krp senrp = krs senxs = ktp sentp = kts sents 
(AZ.31) 
onde krp, krs, ktp e kts sao os números das ondas P e S 
refleti- 
das e P e S transmitidas, respectivamente. 
Deste modo os potenciais de ondas com amortecímento,in- 
cidindo normalmente ao contorno,podem ser apresentados do seguin- 
te.modo: 
¢ = AO emz 
ei(krpZ+mt) + Al 
enmz eif krpZ_wt) (A2.32) 
x = BO emz ei(krâZ+“t) + Bl 
e`mZ ¿i( krâZ`“t) (A2.33) 
¢' = AZ 
em'Z ei(ktpZ+“t) (A2.34) 
.×"= B2 em'Z e1(Kt5“*“t) (A2.35)
